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1. Presentacion.

El Calculo Infinitesimal es una de las herramientas mateméticas mas importantes
desarrolladas por el hombre. Es la base de muchos campos de la ciencia, entre ellos la
fisica, y su uso tiene una gran influencia en muchas éreas de la vida moderna: cientificos,
ingenieros e incluso economistas lo utilizan para crear modelos que se ajusten a las
situaciones de diario. Se trata de una excelente arma para el estudio de la naturaleza.

Como la mayoria de los grandes descubrimientos de la ciencia, el calculo infinitesimal®* no
surgid de la noche a la mafiana, sino que es obra de muchos matematicos de distintas
épocas. Por sus contribuciones decisivas, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz se
consideran sus padres con igualdad de derechos, pero en su época estos dos personajes
sostuvieron una agria disputa por la prioridad. Esta polémica, quiza la mas célebre de la
historia de la ciencia, mostr6é lo mejor y lo peor de ambos personajes e influyé de manera

determinante en la evolucion posterior de las matematicas en Europa.

En lo que a la disputa sobre la prioridad se refiere, hoy casi todos los estudios estan de
acuerdo en que Newton y Leibniz desarrollaron paralelamente el calculo sin plagiarse:
seguramente Newton antes que Leibniz, aunque pubico su trabajo mucho después.
Polémicas al margen, lo cierto es que ambos fueron capaces de construir los sélidos
cimientos del edificio que es el célculo infinitesimal. Porque a diferencia de lo que ha
ocurrido con otras teorias cientificas, parece dificil que el célculo vaya a sufrir un profundo
cambio en el futuro. Si Leibniz y Newton levantaran la cabeza, estarian orgullosos de que el
calculo infinitesimal hoy en dia siga siendo en esencia igual a lo que ellos mismos
desarrollaron... aunque no deberian estarlo tanto de la polémica que mantuvieron y sus
consecuencias (Daniel Martin Reina? 2007).

Consideremos aqui que, al igual que en la aritmética hay operaciones mutuamente inversas,
en el célculo pasa la mismo. La operacion inversa del Calculo Diferencial es el Calculo
Integral y viceversa. Es decir dada la diferencial, encontrar la funcion primitiva de la

expresion diferencial dada.

! En 1665 Newton sent6 las bases del célculo infinitesimal en torno al novedoso concepto de fluxion, lo que hoy en dia se
conoce como derivada, la pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto.
? Revista ¢c6mo ves? Asi fue Newton vs. Leibniz, paginas 26-29.
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2. ANTIDERIVADA'Y PRIMITIVA

1. Encuentre la Antiderivada de cada una de las siguientes funciones.

a. f(x)= X2 - 3X +5 b. f(xX)= 17x%-3x* —43x%—8 c. f(x)= 78 + 3x% _ 2y 100
d.10= ¢ (¢~ 7 +3x45) e 109 = > H4C frg= > 2
X’ X

2. Encuentra la primitiva de:

2 3
a) f'(x)=2x%+x? —6x b) y':Csczg c) m=x3—x2+10
3. INTEGRAL INDEFINIDA
3. Resuelva las siguientes integrales.
- o (2x+ 3)dx e (2x+ 3)dx : 5
i) j(x +x+2)dx ii) J.W iii) Iﬁ iv) J.(xz —4) 2x.dx
e’do . <x2 + Z)dx . 3 ) 2xdx
A vii) | X7 —=5]x“dx vill) | ———
D e Rl R b ) LW
x+4 dx 1 . 2dx 2x+ 7
d Xi
)I 2x+3 X>J.10x+7 X )Ii/2+2 X")J.
5 Xiv) ' X +2)dx
X"')I[ Nf} o I(Bt2 +1)4 )J X+2 XVI)I2+3x
e x +3x)dx sviii (4x +3)dx i %) 5xdx
UL Jitvsae ™lits I\W
. senxdx .. 4x3 cost
XXI)Il 05 XXII)IX e”dn xxm)J'X nx xxw)j N
e +senx)dx .\ [Sec26g2ado .
Xxv) |~ ——22 xxvi) [ = Xxvii) | —— XXViii) | ——
)'[ ~Je* cos x )I 3sec20 -2 )'[ e* J.\/16—9X2
. 3 . dx
2e¥d xxx) | cos(6 + dx Jdx xxxi) | csc®(9 — 6x)dx S
xmx)jxe X )I ( ) )j ( ) xxxn)jX a3
... ¢ Sen~/xdx 3dx sen2xdx :
XXxVi) [ ————
XXX"I)I Jx XXXIV)IX —8x+25 )-[3+c032x )I\/Zx—xz
N dx e (x=1) :
XXXVIl) | ——— xxxviii) dx xxxix) | cos® xsen®xdx  xI) | sen’@cos &6
I\/15+2x—x2 Ix/l—x2 )I )I
in)J‘cos2 Gsen&d o ini)Isen36x.cos 6xdx X|iii)ICt932XCSC 2xdx
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4. CONSTANTE DE INTEGRACION.

a. Determinar Y si g—y =3x%+1, y=4, x=1.
X
b. Obtenga Y si d—y:i2+2x, y=5, x=1.
dx x

4. Halla la ecuacién de la funcién cuya tangente tiene una pendiente de x*-2/x*+2 para cada
valor de x y cuya grafica pasa por el punto (1,3).

5. Encuentra la ecuacion de la funcion cuya gréfica tiene un minimo relativo en x=1 y un
maximo en x=4.

6. Se estima que dentro de t meses la poblacion de un cierto pueblo estara cambiando a un
ritmo de 4+5t*® personas por mes. Si la poblacién actual es de 10,000 ¢Cudl sera la
poblacién dentro de 8 meses?

7. Un estudio ambiental de una cierta comunidad sugiere que dentro de t afios el nivel de
monoxido de carbono en el aire estarda cambiando un ritmo de 0.1 t+0.1 partes por millén
por afio. Si el nivel actual de mondxido de carbono en el aire es de 3.4 partes por millon,
¢,Cual sera el nivel dentro de tres afnos?

8. El valor de reventa de una cierta maquinaria industrial decrece a un ritmo que cambia con
el tiempo. Cuando la maquinaria tiene t afios, el ritmo al que esta cambiando su valor es
220(t-10) ddlares por afio. Si la maquinaria se compro nueva por 12 000 dolares, ¢ Cuanto
valdra 10 afios después?

9. Se lanza una bola hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies/seg., y desde una altura
inicial de 80 pies.

a) Halla a la funcion posicion que describe la altura s en funcién de tiempo t.
b) ¢ Cuando llega la bola al suelo?
(Aceleracion de la gravedad= —32 pies/s?)
10. Hallar la funcién cuya la primera derivada sea 3x?-2x+5, y tenga el valor 12 cuando x=1.
11. Determinar la ecuacion de la curva de la segunda derivada cuya tangente en cada punto
tenga de pendiente 2x.

5. INTEGRAL INDEFINIDA (Repaso).

12. Obtenga las siguientes integrales.



CECYT No. 4

4dx
a
)I2+5x

e) j (tz - tlzjsdt

)J-Se +4

J- 2X+5
x? +5x+10

p) _[sec Ot tg otdt
t) jsen 2 xdx

d
=

ac) j

1-e7?

ag) I - dXx
1+

ak) I 3cos? 5xdx

ds
V81— 3652

XZ
b) | ———=dx
'[ \/9 - 2X3

I sen 4xdx
8 + cos4x

. er
[ g
9sen2xdx

'[ (3+3cos 2x)’
q) _[tag 4xdx

)J-sen\/_de

y)J' 2du
V15 +2u —u?

dt
ad) | ———
)-[4t2 +4t+5

ah) | \&(m l+4xjdx
X

aI)J-x3\/x +4 dx

6. TECNICAS DE INTEGRACION

tdt
)5

x +3x
)Ix + X

k)I sec? 7xdx
\J3+2tg7x

) I 4sen’t cos tdt

24dt
' jsenzt
VI csc 3X

+/3—cty 3x

)J' 4dx
V9 - x?

ae)J'x\/x2 +1dx

ai)J'xS\/x2 +4 dx

am) I 8cos® xdx
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Q) [ (\ X — \%de

5dt

3x+7

I
)Ix+2
11ds

0
Icoszs

s) I cos(3—4s)ds
— 5dt
" J.tz +14t + 58

dx
P e

f) J‘ 13dx

Vi—Vx
aj)jx\/mdx

an) Illsen32xdx

A. Calcular las siguientes integrales utilizando el Método de Integracion por partes.

a. j /nxdx

) _[ arccsc 1dt
2

b. I Xsen idx
2

h. _[ xarctg xdx

i.sze‘xdx

m._[sten4xdx n.J.llxcosidx ﬁ.j£n4xdx
3

g. [ 5x°e”™dx

V. J' 2sec® 4xdx

r. j Exzsen ax dx s. Isec312xdx
3 5

c.jxsec2 xdx

d.szénxdx
j.je‘g cos @

o.ﬁ&én9xdx

t. I arctg5xdx

k.J'xcoszxdx

p.J.7x4\/x—13dx

e. '[ arcctgxdx f. j arcsec&dé

I.J.xe“de

u.j4e2X oS 9xdx

W..|.4arcsengxdx X.Ixzcoslz—xdx y.J.csc3xdx z.jx3e2%dx
5 7
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ab.j /nxdx aC-J%n(x +1)dx ad.f xe ™ dx

ae. | e™ cos #tdt
(x+1)° (1+x)? '[

A/X+1

B. Calcular las siguientes integrales utilizando el Método de Integracién por
Sustitucion Trigonométrica, de expresiones que contienen radicales de la forma:

\/8.2 +U2 , \/a2 —U2 , \/U2 —8.2.

: . ., Triangulo v - Identidad
Tipo de raiz funcién rectangulo Funcion auxiliar trigonométrica
\/a2 + u2 i
u u _ hip. 2 2
5 5 tanz==- secz—T sec” A=1+tan” A
Ja%+u a cat .adyac.
a
a u
z
u cat.adyac. 2 2
senz=— C0SZ=——"— sen“A+cos” A=1
2 2 .
Aac —=u d Ja? 2 hip
u u cat. op. 2 2
— tanz=——""— -
/ﬁ SeCz=— \Ju? -a? cat.adyac. sec” A=l+tan™ A
\Ju® -a a
a
En los dibujos de los triangulos la raiz que estd encerrada en el cuadro se calcula con el teorema
de Pitdgoras.

/x? —25 dx dx
a. | \/4-x"dx Y A |l ———— d|——
J‘\ I X '[xzx/64+x2 J.\/49—x2

16 — x? 33dx
e Xy g B
\/9+X

J. 11dx

X2/4+x2

h.j;d/xz_mx L[ h2-xtox [
X X (0-x2)"
7dx 14dx dx +/36—x? 21dx
k[ | [—22X i [0 TX Ny
J‘\x2+3 Ixzx/x2+7 m‘[(4_X2)% n_[ " I X% =11

2x2
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J' /67 I?d 1\36+x r.I\/Q—xzdx s.jxax/7+x2dx
T X

C. Calcular las siguientes integrales utilizando el Método de Integracion

por
Descomposicién en Fracciones Parciales simples.

a-J. 23X—:|. dx b. J‘ 2:|.7dX C.I . 1-2x Ix dJ. 2—2dX
X°+4x-5 X“+3x-4 X°+7x+10 X°+6X+5
x? +8x -1 3x-2 X247 2%+ 3
A TOATS f. d h.| ——d
e._[ X — x ax I(x+2)(x+1)(x—l) X '.[X3_9de -[x3+x2 Tox
. X—7 . Axdx X+5 dx
|)—¥A | k| ——d | ———
IJ.6x2+x—1x J-|.5x2—18x+9 I(x—l)z(x+2) X J.x3+6x2+9x
8—x .o (2x+3)dx 4dx
4d ) )
mJ'X —4x*? X -[x +x? n~[x3'+x2—2x 0-[x3+4x
le-2x +X-|;3IX-
(x2+1)

7. INTEGRAL DEFINIDA

13. Obtén las siguientes integrales definidas

1 . 11 40 4 3 %

a) J;(Zx —X )jx b) ;E(xz_ﬁjdx C) !(ﬁj d) J;e dx

e) joxdj‘z f 37]/;enxdx 9) szdi ; h) f\/x2 2 dx
) szdfg i) T(3—2x+ x?) dx K) j(l—x)\& dx ) j‘x/1+3x dx
m) T(Z—x )de n) jx(l_\&)zdx i) ji( ldixjdx 0) J%xz(x3+1)ix

0

8. AREAS DE SUPERFICIES LIMITADAS POR CURVAS PLANAS Y VOLUMENES
DE SOLIDOS DE REVOLUCION
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1. Encuentre el area de laregion R bajo la curva y=x*-2x*+2 entre x=-1 y x=2
2. Determinar el area bajo lacurva y=f(x)=x*> entre x=2 y x=3
3. Hallar el area limitada por la parabola y=x*-3x ylarecta y=x

4. Calcule el area de la region acotada por las graficas de las ecuaciones y=x* 'y

y=+x
5. Hallar el area entre la parabola y=x*>-6x+5 Yylalinea y=x-5
6. Encuentre el area de la region acotada entre las graficasde y+x*=6 Yy y+2x-3=0

7. Hallar el area de la region limitada porel eje x, la curva y=6x—x> Yy las lineas verticales
x=1 Y x=4

8. encuentre el rea de la region acotada por las graficas de las ecuaciones 2y?>=x+4 vy

x=y?

9. Sea f(x)=x*+1 Calcule el volumen del sdélido generado al girar la region bajo la
graficade f entre -1 y 1 alrededor del eje «x.

10.Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacion de la region limitada por la
curva y=x* elejedelas y ylarecta y=3 entornodelejedelas vy

11.encuentre el volumen del sélido generado por la rotacién de la regidon limitada por las
parabolas y=x* y y?=8x alrededor del eje de las x

12.determinar el volumen del sélido que se forma al hacer girar alrededor del eje  x la
region limitada por las curvas y=x> y y=2-x?

13.Hallar el volumen que se forma al hacer girar alrededor del eje y el area limitada por
lacurva y=x*,eleje y ylarecta y=4

14.La region acotada por las graficas x*=y-2 , 2y-x-2=0 , x=0 Yy x=1 gira
alrededor del eje x . Calcule el volumen del sélido resultante.

15.La region contenida en el primer cuadrante acotada por las graficas de y=%x3 y

y=2x gira alrededor del eje y .Calcule el volumen del solido resultante.
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8.1 AREA
1. Escriba la integral definida que conduzca a obtener el area de la region dada. (Calcule
el area).
.- 0= x° )
¥ Z-W X)= 6 - 2x " A fixle 4 2 )i?Z-V—V

¥
f=T(a)md '
: ]
1
1
2
1

N

A of 1 2 ° 2 10 1 2 9«

2
Fo=fiw )= Fw =Aw + 2

Lt 1 2 3 =

2. Encuentre el &rea de la regi6n encerrada entre lacurva y=x2+3 y x=-1 y x=2Yy
el eje x

Determinar el area bajo lacurva y=-x>+3 entre x=-1 y x=1 yelejex.

Hallar el &rea limitada por la parabola y=x*-3x ylarecta y=x

5. Calcule el area de la regién acotada por las gréaficas de las ecuaciones y=x> 'y
y=vx

Hallar el area de la regién limitada por las gréficas de y =x 2+2, y = -x , x= 0, x=2.
Obtenga el area encerrada entre y = - x 2+2x+3 y el eje x.

B w

N o

8.2 VOLUMEN

1. Calcule el volumen del sélido que se forma al girar la region dada alrededor del a) eje x
b) el eje y.
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4 2 =

2. Calcule el volumen del sélido que se forma al girar la region dada alrededor del eje y.

3. Encontrar el volumen generado por la elipse  9x ? + 16y 2 = 144, gira alrededor del eje
X.

4. Hallar el volumen del sélido formado al girar alrededor del eje x, la region limitada por

la grafica de f(x)=-/senx Y €l eje x(0 < x s% ).

5. Suponga que el circulo x*+y®=1 gira al rededor del eje y. Calcule el volumen del
sélido resultante.

6. Sea R la regi6n limitada por y= 4 -x > y y=0. Calcule el volumen de los sélidos
obtenidos cuando R gira alrededor de : a)el eje y b)larecta y=-3 c) la
recta y=7

7. Calcule el volumen del solido que se forma al hacer girar la regién limitada por y = 3- x
, el eje x y el eje y. Cuando la region gira alrededor de la recta dada.

a)ejey b) eje x c) y=3

8. Calcule el volumen del sélido que se forma al girar la region dada alrededor del eje x.

2
. y=4-x
2

9. Obtenga el volumen que se forma al girar la region encerrada entre las
curvas y= x2, y=4x-x? alrededor del eje y.

10
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10. Obtenga el volumen que se forma al girar la region encerrada entre
las curvas y= 4x+1, y=x?, gira alrededor del eje x.

9. CALCULO DE VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION Y DE AREA
ENTRE CURVAS

1. Encuentre el volumen generado por la regién encerrada por las curvas y=
2x?, y=0, x=2 cundo gira alrededor del a) eje x b) eje y c) recta y=8.

Resp. ¢) v=187.65u?.
Hallar el area entre la pardbola y=x* ylalinea y=2x+3.
Encuentre el area de la regién acotada entre las gréficas de y =x* 4x+3 y y = - x 2 +2x+3.
Hallar el &rea de la region limitada entre las graficas de las curvas Yy = x> —2X, y=X.

Obtenga el volumen del sélido de revolucion que se forma al hacer girar la region
encerrada entre las rectas y=5,

[{Fn ) hy 9 ey N

y = 6-2x, eje “X”, eje “y” a) alrededor del eje “y”, b) alrededor del eje “X”.

a ks wn

6. El faro: Calcule la cantidad de espacio que hay en el interior de un faro cuyo didmetro es
de 16cm. y cuya profundidad es de 8cm. Resp. 2567 cm®

7. El Perfume: Cierta botella de perfume tiene forma de un cilindro circular sobre el cual
va un segmento esférico, sobre este a su vez va un cilindro mas pequefio, como se muestra

en la figura. Determine el volumen de la botella. Resp. (117+16+2) n/12 cm3

8. El problema del yoyo: Se talla un yoyo de una esfera de madera recortando los polos y
haciendo un canal alrededor del ecuador como se muestra en el diagrama. Determine el
volumen del yoyo, suponiendo que el radio de la esfera original es de 1dm.

Resp. dm
1536
; ’/:l—:\ﬁx—mdm
== = i o A
, ] 3/4dm
— 14 cm | '
= =0V
= % 5 e =
> |
> | e L L 1dm ~-l
RIS o
Esquema: Problema 6 Esquema: Problema 7 Esquema: Problema 8

11
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10.LONGITUD DE ARCO

1. Calcular la longitud de arco de la curva:
a)x=t3,y=t?; 0<t<1l b)x=cos’t,y=sen3t; 0<t<2gc)x=5cost,y=5sent ; 0 <t

lv ¥ —_—
41 T T
rd . ™
Y
! L
) 1
1
! x |II 1 1 1 | 1
' 1 d
I'QOI'I N y-amal \“'..‘ - .'"Ir
2l 1
ligees al o, ¥t Figura b) ;';‘,:‘,f\\\"‘ﬂ-_ __-F”"-.f .
- 31 0<t<2 o Figura c)
Figuraa) -2<t<2 O<t<z 7

2. Encuentre la longitud de arco de la cicloide que tiene ecuaciones paramétricas x=t —sen t,
y=1-cost,0<t<2rx.

A
A 1(x) K(H)=t-sin b, gC=1-cos t

11. TRABAJO

1. Un resorte cuya longitud natural es de 24 pulgadas ejerce una fuerza de 5 libras cuando se
estira 10 pulgadas con respecto a su longitud natural.

a) Encuentre la constante del resorte k.
Resp. k=0.5

b) ¢Cuanto trabajo se necesita para estirar el resorte de su longitud natural a 42 pulgadas
de longitud?

Resp. W=81lIb/pie’.

2. Para estirar un pequeio resorte de su longitud natural de 6cm. A una de 8cm. Se necesita
una fuerza de 9 dinas. Calcule el trabajo realizado al estirar el resorte (a) de su longitud
natural a una de 10cm. (b) de una longitud de 7cm. A una de 9cm.

Resp. 36ergios, 18ergios.

12
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3. Un tanque de agua cilindrico de 10 pies de radio y 30 pies de altura se llena hasta la mitad
con agua. ¢,Cuanto trabajo se necesita para bombear toda el agua sobre el borde superior del
tanque? Densidad del agua = 62.4Ib/pie>.

Resp. W= 2 106 000 x pies-Ib

12.LEYES DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

1. El nimero de bacterias en un cultivo aumenta de 600 a 1800 en 2hrs.Encontrar una
férmula para el nimero de bacterias al tiempo t, suponiendo que en cada momento la tasa
de crecimiento es directamente proporcional al nimero de bacterias.

¢,Cual sera el numero de bacterias al cabo de cuatro horas? O(lj_T =kN Resp. 5400

2. La ley de Newton del enfriamiento afirma que la rapidez con que un objeto se enfria es
directamente proporcional a la diferencia de temperaturas entre el objeto y el medio que lo
rodea. La temperatura de un objeto baja de 125 °F a 100°F en media hora, estando rodeado
por el aire a una temperatura de 75°F. Calcule su temperatura al cabo de otra media hora.

dT
—=k(T-Tm
o = K( )

3. Un cuerpo, cuya temperatura es de 200° F, se enfria en el aire, que tiene una temperatura
de 60°F, hasta una temperatura 120°F en 30min. Calcular el tiempo en el que alcanza una
temperatura de 90°F. Resp.54.54min.
ar _ k(T-Tm)
dt

4. Una placa de metal se enfria de 80°C a 65°C en 20min. Al estar rodeada de aire a una
temperatura de 15°C. Utilice la ley de enfriamiento de Newton para estimar la temperatura al
cabo de una hora de enfriamiento. ¢ Cuando llegara la temperatura a 40°C?

dT
—=k(T-Tm
ot ( )
13.INTEGRALES DOBLES
1. Calcula el valor de las siguientes integrales
2 03 3 5x -1p2
a) Iilj.l (x +5)dydx b) IZIO dydx C) _[O yilxydxdyzl—}1

7 ( acoséd 142
d) Io J'O p senddpdfd=1zia

13
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