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UNIDAD 1
NUMEROS REALES.

Presentacion

La necesidad de tener herramientas para lograr el objetivo de la enseianza. Es necesario, el dominio
de elementos matematicos para poder trabajar en linea en cursos avanzados, asi como mantener la
capacidad de consultar cualquier bibliografia.

Dentro de estos principios esenciales esta el manejo de la aritmética, asi como generar habilidades en
el pensamiento, incluso elementos bdsicos de resolucién de problemas, asi como no perder de vista la
importancia del calculo mental.

A lo largo de esta unidad se exploraran las bases que hacen que las Matematicas sean un lenguaje de
comunicacion de ideas, es decir, los elementos sustantivos que permiten construir la légica y los
modelos para analizar situaciones complejas y aplicadas.

Es asi que durante esta unidad se logra dar sentido a los diferentes tipos de nimeros, sus operaciones
basicas y a la creacion de referentes concretos en una actividad de resolucién aritmética de
problemas. Para esto se han planteado una serie de estrategias que ayuden al desarrollo analitico—
sintético, hasta llegar a la expresidn algebraica de procedimientos generales de calculo (obtencion de
férmulas), recreando asi un primer acercamiento al lenguaje algebraico.

El alumno sera capaz de operar con los nimeros racionales (enteros y no enteros) y resolver
problemas aritméticos, aplicando reglas heuristicas para facilitar la comprensién, la busqueda de un
plan de resolucién y su ejecucidn, con la finalidad de que haga suyos los recursos bdsicos para
iniciarse en el uso del lenguaje algebraico para expresar la generalidad.

Bibliografia de consulta

Aponte, G., Pagéan, E., & Pons, F. (1998). Fundamentos de Matematicas basicas. México:
Addison Wesley Logman.

Coto, A. (2011). Desarrolla tu agilidad mental. Edicion de autor.

Fuenlabrada de la Vega, S. (2007). Aritmética y Algebra. México: Mc Graw Hill.



Conceptos claves

v" Numero: expresion que denota la cantidad de objetos.
v" Razon: vinculo entre dos magnitudes comparables (cociente).
v" Multiplo de un nimero: nimero que resulta de multiplicar un nimero por otro nimero

natural.

Decimos que un numero es maltiplo de otro si le contiene, de forma entera, varias veces.
v Divisor de un namero: nimero que se multiplica para formar el nimero; sinénimo de
factor. Todos los nimeros tienen como divisor a uno y a si mismo.
v' Lenguaje algebraico: forma de traducir a simbolos y nimeros las expresiones textuales
algebraicas. Esto permite modelar problemas. Su funcion principal es estructurar un
idioma gque ayuda a generalizar las distintas operaciones.

Significado de los nimeros reales y su simbolizacién

El conjunto de los nimeros reales pertenece en matematicas a la recta numérica que comprende a

los nimeros racionales y a los nimeros irracionales. Esto quiere decir que incluyen a todos los

numeros positivos y negativos, el simbolo cero, y a los nimeros que no pueden ser expresados

—N

4,-3,-2,-1 10,1,2,3,4 )
. o

N- numeras naturales (enteros positivas)
Z= nimems enferos {positivos v negalivos)
Q- nilmaros racionales (racoaonas ¥ dacimalss)

Figura 1. Representacion del conjunto de nimeros reales.
Imagen tomada de http://www.numerosreales.com/.

mediante fracciones de dos enteros.
Por otro lado, Un nimero natural es
cualquiera de los simbolos que se usan
para contar los elementos de un
conjunto. Reciben ese nombre porque
fueron los primeros que utilizé el ser
humano para contar objetos.

El conjunto de los niUmeros reales R es
aquél formado por la suma del
conjunto de numeros racionales Q mas
el de los numeros irracionales II. En la
imagen (Figura 1) se muestra la
representacién del conjunto de
numeros reales. Obsérvese del centro
hacia afuera, comenzando por los
numeros naturales N, enteros Z,
racionales Q e irracionales I.

El cero es, para algunos autores, el
primer niUmero natural, es uno de los
valores esenciales del cual hay que
conocer sus propiedades y como

operarlo. La invencién del cero fue desarrollada primero por los Mayas. Los arabes, tras “descubrir” el



cero en la India, pasaron a denominarlo céfer, que también significa “vacio”, y que dio origen a las
palabras cero y cifra. De este particular elemento es necesario conocer sus propiedades.

Propiedades del cero:

A) elemento neutro en la adicién e inverso aditivo a+0=a a—0=a
o resta. 3+40=3 5—-0=5
b) elementos que afecta a la multiplicacion y a la ax0=0 5x0=0
division. La divisién entre cero no es una operacién 0_ 0_ 0
permitida. a 5
2.3 > L3
— > - >
0 0
2, significa, no existe

Dentro de los nimeros naturales, las operaciones fundamentales son: la “adicion” y la
“multiplicacién”. La adicién es la operacion que puede realizarse con varios nUmeros cualesquiera,
pero es mas importante considerar la adicion entre pares de nimeros (a + b) (Spivak, 2012). A partir
de la suma su operacién inversa es el inverso aditivo o resta. Para la multiplicaciéon, muchas de sus
propiedades se parecen a la de la suma, o producto de dos elementos a y b, la cual se representa
comoa-b, a=xb,(a)(b)osimplemente ab. Una de las principales propiedades es: |la propiedad
asociativa para la multiplicacién.

a(b-c)=(a"b)c 3(-5-2)=(3:-5)2

Factorizar
Teorema Fundamental de la Aritmética: Todo nimero natural, excepto la unidad, admite una Unica
descomposicidn en factores primos, salvo por el orden.

Nota: Dentro de las propiedades de los nimeros naturales son las propiedades de divisibilidad, por
ejemplo:

a) Todo numero par es divisible entre 2,

b) Todo numero, cuya suma de sus digitos es multiplo de 3, es divisible entre 3.
c) Todo numero que termina en cero 0 5 es divisible entre 5.

d) El cero es par.

Factoricemos algunas cantidades.

1) jExisten 1440 minutos al dia! Factoricemos el niUmero 1440.



1440

1440

720

360

180

90

(4+5 =9 por lo que es multiplo de 3) 45

15

(siempre empezar por el menor hasta agotarlo)

P 0w W NNNMNNDN

Ejercicio 1

Realiza las factorizaciones de los siguientes numeros:

a) 136 b) 120 C) 6327 d) 2100 e) 2017
Conceptos base de nimeros naturales

Definicién: El mdximo comun divisor (M.C.D.) de dos o mas numeros naturales es el mayor nimero
gue los divide a estos numeros.

Definicién: El minimo comin multiplo (m.c.m.) de dos o mas nimeros naturales es el menor nimero
gue contiene un numero exacto de veces a cada uno de estos niumeros.

Ejemplo

a) Calcular M.C.D.de 12y 15
b) Calcular m.c.m.de 12y 15

Divisores o factores de:

12 15
1,234,612 1.3,5y15
Son divisores comunes 1y 3. Elegimos siempre el mayor
1Sol. M.C.D. (12,15)=3
Son multiplos de:
12 15

15,30,45,60,75,90,105,120,135,....

12,24,36,48,60,72,84,96,108,120...

1 Sol. Solucidn o respuesta exacta.



Son multiples comunes: 60, 120, .... Elegimos el menor.
Sol. m.c.m. (12, 15) =60
Ejercicios 2

Calcula el M.C.D. y el m.c.m. de las siguientes ternas de nimeros naturales.

a) 60,1575,98 b) 72,108, 30 c) 16, 27, 25 e) 150,60,90 )36, 24,54
Ejemplo de Problema

Cierto fendmeno tiene lugar cada 450 segundos, otro cada 250, y un tercero cada 600. Si a las
5 de la tarde han coincidido los tres. ¢a qué hora volveran a coincidir por primera vez y
cuantas veces tiene lugar cada uno de ellos entre una y otra coincidencia?

Sol. 7 y media de la tarde y coinciden:

9000 + 450 = 20, 9000+ 250 =36, 9000+ 250 =15
Numeros Enteros

El conjunto de numeros enteros esta formado por los numeros positivos, los negativos y el cero, se
denotan por la letra Z y son los siguientes:

Z={.,-3-2-1,0123,..}

Representacién en la recta numérica. Los niUmeros enteros se pueden representar en la recta
numérica, como se indica:

v

A la ubicacion en la recta numérica del cero se llama origen, a la derecha del origen se localizan los
enteros positivos y a la izquierda los enteros negativos.

Operaciones basicas, leyes de los signos

Las operaciones que se pueden realizar con nimeros enteros son: adicién, sustraccion, multiplicacién,
division, potenciacién y radicacion.

Suma algebraica: mismo signo, se suman sus valores absolutos. Signos diferentes, se resta el valor
absoluto del mayor menos el valor absoluto del menor y el resultado tendra el signo del de mayor en
valor absoluto. Aplicable también a fracciones.

Multiplicacion: mismo signo, se multiplican o dividen sus valores absolutos y el resultado sera
siempre positivo. Signos diferentes, se multiplican o dividen sus valores absolutos y el resultado sera
siempre negativo.



La potenciacidn, sigue las reglas de la multiplicacién ya que debes recordar que la potencia se obtiene
multiplicando a la base por si misma, el nimero de veces que el exponente lo exprese, asi:

Si la base es positiva la potencia serd siempre positiva:
33=3 x3 x3=27
Si la base es negativa y el exponente par, |la potencia siempre sera positiva.
(=3)* = (=3)(-3)(-3)(-3) = 81
Si la base es negativa y el exponente impar, la potencia siempre serd negativa.
(=3)° = (=3)(-3)(-3) = -27

La radicacion de nimeros enteros no siempre genera nimeros enteros, sino numeros irracionales, si
el radicando es positivo, también genera nimeros imaginarios si el radicando es negativo y el indice
es par.

Si el indice es impar, el nUmero tendrad la raiz del mismo signo que el radicando.

Y=243 = —3 (Se extrae la raiz quinta de 243 y seré negativa)

Ejercicio 3. Resuelve las siguientes operaciones. Elige la respuesta correcta.

1)=-3{5(6-9)—(23+1)+9}> -5+ 152
A) 568 B) -368 C)12 D) -455

2) ={(-5+ 33+ (-23) + V=64 x 2}(-1)
A) 12 B) -8 C) -6 D) -5

3) = {-20+3[12—3 (7 —3) +2(4 - 5) — 3(=8 + 2) — 10] — 12}
A) 14 B) -14 C) 12 D) — 208

4)=6-75(3—5)23—3(4—6)?
A) 74  B)-188 C) 26 D) -68

5) = (15+3)5—-4x3(—1) — 27 + 3
A) 6 B) 28 C)6 D) -6



Numeros Racionales

Los numeros racionales son aquellos nimeros que se pueden expresar como la razén de dos nimeros
enteros, siendo el denominador diferente de cero. Se denota con la letra Q y se define como:

Q:{x/x:%,aybez, biO},

. 1 10
Ejemplo: 2, —4, — Fi e

Fraccion
Fracciones, se utiliza para expresar una cantidad (numerador) dividida entre otra cantidad

(denominador). Ambos, numerador y denominador, deben ser estrictamente nimeros enteros y el
denominador nunca habra de ser cero.

a
E;a,bEZ;b;tO

Razén

Es la comparacién entre dos cantidades a travéz del cociente. Por ejemplo, de que en un conjunto de
personas la cantidad de mujeres respecto a la de hombres seade 9a 1, 9: 1 (por cada nueve mujeres
hay un hombre),

Distintos significados y representaciones.
Los numeros fraccionarios tienen diferentes representaciones, tales como:

. , 1
a) Fraccién comun: — ,

w s

1
' 7

1
9
b) Expresién decimal: 0.6, 0.142857, 1.8....

c) Porcentaje o tanto por ciento, que es una o varias partes de las cien en que se divide un
numero: 12%, 3%, 1.7%, ...
d) Fracciones equivalentes, que son las fracciones que representan el mismo valor, pero se
. . 2 4 16 . .
escriben de manera diferente: 3= o= pberosu forma decimal es la misma.
Los numeros racionales al poderse ubicar en la recta numérica, también tienen un orden y el criterio

para saber cual es menor o mayor en la recta numérica es el mismo que el de los nimeros enteros, es
decir, es mayor el que esta a la derecha del otro.

Ejercicio 4

1) Ordena las siguientes fracciones comunes y colocalas en los cuadros, de manera que se
cumpla la relacion que se pide. Comprueba este orden convirtiéndolas a su forma decimal.



> > > >

2) Realiza las siguientes simplificaciones.

18 20 120 126 144
a) —= b) ———= c) d) —= e) ——=
24 100 231 180

105

Es muy importante siempre simplificar las fracciones, evitara que trabajes con nimeros grandes que
a su vez generan mayor probabilidad de error.

3) Relaciona una fraccidn que se ubique entre los dos nimeros mostrados.

1 3 4 )1_5
)—5>—>1§ ag%
6
- s> = b)—
2) 9> > 3 )6
> _ c)—=
3) 15 >—> 0 I
4 s> 1 kT
) T6 2 10
5)—E>—>i )
6 3

Operaciones basicas con nimeros racionales

Las operaciones que se pueden realizar con nimeros racionales son: adicion, sustraccion,
multiplicacidn, division, potenciacion y radicacion.

Para realizar las operaciones basicas con nimeros racionales se procede igual que con los nimeros
enteros, solo que cuando son fracciones hay que cumplir ciertas reglas.

Las reglas para efectuar operaciones algebraicas con nimero racionales son iguales que las de
enteros con respecto a los signos.

Para realizar las sumas algebraicas cuando los nimeros son fracciones comunes, es necesario que los
denominadores sean iguales, procediéndose a sumar algebraicamente los numeradores.

Ejemplo 1

7 1 7+1 8
)—-I——:—:—

5 5 5

7 5 1 7+5-1 11
b) = +2—== = =

4 4 4 4 4

2 2412 10
)s—4=2=— 2

3 3 3



En caso de que las fracciones no tengan el mismo denominador hay que proceder a convertirlas a
fracciones equivalentes con el mismo denominador, lo cual se consigue utilizando el minimo comun
multiplo (m.c.m.) de los denominadores de las fracciones que se suman.

7 2
Ejemplo 2. Al sumar 3 + o como los denominadores son diferentes, se calcula el m.c.m. de 3y 5 que

7 35 2 6
es 15, quedando que 3 = = = = lo cual se puede obtener directamente al dividir al m.c.m.
2

7
entre cada denominador y multiplicarlo por el numerador correspondiente, obteniéndose: 3 + =
35+6 _ 41

15 15

. 2 . . .
Ejemplo 3. Al restar 4 a 3 5€ procede de igual modo, es decir, se obtiene el m.c.m. de los

) _ 2 2-12 10

denominadores que es este caso es 3, y se obtiene: 37 4 = = = - 3
. 3 .5 11

Ejemplo 4. Para obtener la suma de: To + PR primero se busca el m.c.m.

mecm=2 x3?%x5=90

3 5 11 _ 27+75-22 _ 80 _ 8
9

10 6 45 90 90
Para multiplicar nimeros fraccionarios comunes, basta multiplicar numerador por numerador para
obtener el numerador del producto y denominador por denominador para obtener el denominador
del producto.

Ejemplo 5. Al multiplicar —% por % basta con multiplicar horizontalmente y respetar la ley de los

3 7 24
signos. —— X — =
5 4 20

Ejemplo 6. Al multiplicar 5 por %, tienes que recordar que el denominador de 5 es 1 por lo que se

. 5 3_ 15 - . . .
tiene: = X — = —, que es positivo porque los dos niumeros son del mismo signo.

Para dividir fracciones comunes, basta con multiplicar el numerador de la fraccion dividendo por el
denominador de la fraccidn divisor para obtener el numerador del cociente y multiplicar el
denominador del dividendo por el numerador del divisor para obtener el denominador del cociente.

Ejemplo 7. Al dividir% entre — %, basta con multiplicar cruzado.

G)(=3)=-% 6

|
w|NNITw

-9 . .
= extremos, numerador y medios, denominador.

Ejemplo 8. Al dividirg entre — 7, tienes que recordar que el denominador de -7 es 1.



3
— E extremos, numerador y medios, denominador.

Vd

G)een=-5 0O

N
e

Para la potenciacion de fracciones comunes, se sigue el procedimiento de la multiplicacion de
fracciones, solo es necesario tener cuidado con que el exponente afecta tanto al numerador como al
denominador de la fraccion.

2* 16

4
Ejemplo 9. Para obtener la potencia de (E) ===
3 3 81

Para la radicacion se siguen las reglas de la de los nimeros enteros, extrayendo la raiz
correspondiente a cada elemento de la fraccion.

Ejemplo 10. Para obtener la raiz de 3/—% solo hay que extraer la raiz cibica de 1y la raiz cibica de 8

y como es una raiz de grado impar de un niumero negativo, la raiz es negativa, quedando:

8 38 2

Prioridad de las operaciones. Uso de signos de agrupacion y prioridad del calculo.

3| 1 %/T_1

La prioridad de las operaciones con los niumeros racionales es la misma que la establecida para
numeros enteros, es decir:

e Primero se realizan las potencias y raices.

e Enseguida se realizan las multiplicaciones y divisiones.

e Al final se realizan las adiciones y sustracciones.

e Las operaciones presentadas en signos de agrupacion (paréntesis) se realizan
primero utilizando el mismo orden de prioridad

Ejemplo:

Es muy conveniente desarrollar por partes.

Fraccion derecha numerador



6

2 3 6 6 6

Ejercicios. Simplifica el resultado de cada operacién y preséntalo en forma racional.

iCuidado con los signos!

Ejercicio 5
31,2 1
2 3 4 —
D —2+§+ -1-2
A)% B)—% C)z—(l) D)%
, D) | ()
(-3+33)  (-2-13)
Az BT 0% D):
) (2—%)1+(1%+3)1 _
(-3+33)(-2-13)
Ay B C)-3 D
B
[-5+5]+(-1-1)
A  B-= C)= D)
- se(-D)
2 2) _
R
A2 B)-= 0% D
o 2(R)e0m6)

46

A)3  B)-46 C) § D)2



4

i (55a) (@)

" 3\ & 6
6

7 53
A= B-= O D)34

Operaciones con potencias y radicales

“u_n

Una potencia de base “a” y exponente “n” consiste en multiplicar tantas veces “a” por si mismo,
como indique “n”. Por lo tanto, es una forma abreviada de representar una multiplicacién (Coto,

2011).

Propiedades de los exponentes

a’=1 4°=1
al=1 4' =14
ama® = gmtm 3533 = 38
m 5
a— = am_n 3_ — 35—3
an 33
(35)3 = 353

(am)n — am-n
(3-4)7=37-47

(ab)™ = a™b™
2 2
) == 3/ 3
-4 _
am= = T
am
z2
an = Yam 33 = V3

Tener en cuenta algunos cuadrados muy comunes, ejemplo
112 =121, 122 = 144, 132 = 169, 142 =196, 15%2= 225

En ocasiones es necesario combinar las potencias y radicales con las demads operaciones para obtener
resultados de procesos mas complejos por lo que es importante conocer y aplicar todas sus leyes.



Suma y resta de radicales

Ejemplo. Si deseas adicionar /8 con /18 , la prioridad de operaciones no te permite considerar

que el resultado es V20, ya que primero debes obtener la raiz y después sumar; es asi que V26
resulta de primero sumar y después extraer la raiz cuadrada.

Para poder efectuar la suma V8 + /18 , es necesario que primero factorices a los enteros que son
los radicandos y extraigas las raices cuadradas exactas y enseguida procedas a reducir los términos
semejantes resultantes y posteriormente obtener solo una raiz cuadrada que es el resultado de la

adicidn de los radicales o numeros irracionales v8 y v/18, obteniéndose:

VB + VI8 = VX2 +VOX2 = VEVZ+ \OVZ = 22 + 3VZ

Reduciendo los términos semejantes

(2+3)V2=5V2

Como 5 es la raiz cuadrada de 25, queda:

V25v2 = V25 x 2 = V50

Como puedes observar al V8 + /18 no se obtuvo V26 sino V50

Producto y cociente de radicales

Para multiplicar o dividir radicales es necesario que los indices de las raices sean iguales.

Ejemplo 1. Si deseas multiplicar v30 v120, basta con multiplicar los radicandos ya que las raices son
del mismo grado, quedando:

V30120 = V30 x 120 = V3600 = 60

Ejemplo 2. Si desea dividir /126 entre 16, basta con dividir los radicandos ya que las raices son del

mismo grado, quedando:
Vi26  s[126 o
V6 (6

Como puedes observar, el resultado de la multiplicacion o de la division puede ser un nimero
racional o niumero irracional.



Ejercicios 6.

1) De acuerdo a las leyes anteriores, escribe si es Verdadera o Falsa cada una de las siguientes
proposiciones:

-1p-1_ 1
a) a b = —

-1 -1 1
b)a™+ b =

o) (@+bf =a®+b?
d) x° siemprees 1

e) (-5)" siempre es negativo

2) Escribe el resultado de cada una de las siguientes expresiones:

a) -3 = d) (—4)3 -
b) (-3) = e) —(-2)°=
o) —4 = ) —(-2)"=

3) Califica como falsa o verdadera cada una de las afirmaciones.
a) Y2"3" =2x3

b) Y4" +3" =4" +3"

o ¥2-%2= o

0 6 - (45

e) Y23 =233

4) Explica con tus propias palabras.

a) ¢Qué sucede con la expresidon A/ X cuando n es par o impar y cuando x es cualquier nimero
real?

m

b) éPor qué se dice que n/x™ = xn ?




c) Menciona ejemplos resueltos en donde el producto de dos irracionales nos dé un nimero entero.

5) Anota una x en el conjunto a que pertenecen los siguientes numeros.

Numero Natural Entero Racional Irracional Real

a) -345
b) 23
c) 3.5

4
d) - —

3
e) -25

6) Simplifica los siguientes radicales.

a) /64 = d) 316 =
b) /8 = e) 8l=
c) /12 = f) 3/128 =
7) Resuelve las siguientes operaciones con radicales.
a) V2 +/8++/32 /64 = b) 3.2 -5./5+/32 +1/20 =

¢) /2:/8 = d) 2/4%/2 =

e) —8V/34/7 = f) (3x5)2 =




e (-5.2) = h) %:

112 . 4156
I)W_ ) (‘/Z

Producto y cociente de radicales

Para multiplicar o dividir radicales es necesario que los indices de las raices sean iguales.

Ejemplo 1. Si deseas multiplicar v30 v/ 120, basta con multiplicar los radicandos ya que las raices son
del mismo grado, quedando:

V30120 = V30 x 120 = V3600 = 60

Ejemplo 2. Si desea dividir Y126 entre V6, basta con dividir los radicandos ya que las raices son del

mismo grado, quedando:
Vi26  s|126 o1
V6 |6

Como puedes observar, el resultado de la multiplicacion o de la division puede ser un niumero
racional o numero irracional.

Ejercicios 7.
1) De acuerdo a las leyes anteriores, escribe si es Verdadera o Falsa cada una de las siguientes
proposiciones:

—-1p-1 _ 1
a) a b = —

1

-1 -1_ _1
b) a4+ b =

o) (a+bf =a®+b?
d) x° siempre es 1

e) (-5)" siempre es negativo

2) Escribe el resultado de cada una de las siguientes expresiones:



3) Califica como falsa o verdadera cada una de las afirmaciones.

a) U2"3" =23
b) Y413 =443
0 V242 ="2m
o -6
e) Y2'3 =243

4) Explica con tus propias palabras.

a) ¢Qué sucede con la expresion ~/X cuando n es par o impar y cuando x es cualquier nimero
real?

m

b) éPor qué se dice que /X" = X" ?

c) Menciona ejemplos resueltos en donde el producto de dos irracionales nos dé un nimero entero.

5) Anota una x en el conjunto a que pertenecen los siguientes nimeros.

Numero Natural Entero Racional Irracional Real

a) -345

b) 23




c) 3.5

d) -

6) Simplifica los siguientes radicales.

a) /64 = d) 316 =
b) /8 = e) 28l=
c) 12 = f) 1128 =
7) Resuelve las siguientes operaciones con radicales.
a) V2 +/8++/32-/64 = b) 3./2 ~5./5+/32 +/20 =

¢) /2+/8 = d) 2/4%/2 =

e) -83/7 = n(3./2f =

g) (—5\5)4 = h) @:

Resuelve como se indica, cada uno de los incisos.

Calcula el MCM y el mcm de las siguientes tareas de nimeros naturales.



1) 126, 120, 10800

M.C.D.= 6 M.C.D.= 6 M.C.D.= 7500
A) m.c.m.= 7560 B) m.c.m.= 75600 ) mcm.=6 D)
M.C.D.= 6
m.c.m.= 120
2) 30, 36, 40
A)M.C.D.= 60 B)M.C.D.= 25 Q) M.C.D.= 20 D) M.C.D.= 2
m.cm.=?2 m.c.m.=75 m.c.m.= 3600 m.c.m.= 360
M.C.D.= 2
m.c.m.= 40
3,7 1.3
3) 4 4 _ 51 26 —
7—6 2§X§
16 44 26 103 1
Alg B O by Eg
5 6 2 :z
4)2-2422433 =
) 3 5 T 5 5
4
64 7 12 4
A) = B) 3 C) 89 D)? E 3
2 1\ 4
a4b2
5) Simplificar mediante el uso de las leyes de los exponentes: | —3—1
ale6bs
13 2 3 3
A) azbz B) abs C) abz D) azb E) ab*
6) Resuelve la siguiente operacién y simplifica
3\2 7 9 . (4, 3\ _
[(5) *5]‘&&(?%) =1
15 9 421
A) " B) = C) o D) -1 E)1l

7) Determina la férmula que genera las siguientes series numéricas

8,10, 12. ..
A) 4n+2 B) 8+2 C) n+2 D) 2+2 E) (n+2) 2

M.C.D.= 7560
mcm.=6

E)



8) Evalua la siguiente expresion: 52—b - % +a
Seaa=-2;b=4;c=3.
15 12 17 57

25
A) > 3)7 C)? D)7 E)?

Significado contextual de las operaciones

El lenguaje algebraico es una forma de traducir problemas o expresiones matematicas a otras con
simbolos y numeros, particularmente ecuaciones. De esta forma se pueden manipular cantidades
desconocidas con simbolos faciles de escribir lo que permite simplificar teoremas, formular modelos
y cdmo resolverlas. Este lenguaje nos ayuda a resolver problemas matematicos mostrando
generalidades. El lenguaje algebraico nace en la civilizacion musulmana en el periodo de Al-Jwarizimi
(780-850) durante la edad media.

Una expresidn algebraica es una cadena de representaciones perteneciente al lenguaje algebraico, el
cual puede contener variables, niUmeros, asi como también operaciones aritméticas. El término, es
una expresion algebraica donde hay solo operaciones de multiplicacidn y divisidon de letras y nimeros
elevados a ciertas potencias.

En algebra, es muy importante saber expresar las proposiciones verbales comunes en lenguaje
algebraico.

o Algunas palabras que indican adicién son:

Suma, aumentar, mayor que, mas, incrementar, mas grande que, etc.
J Algunas palabras que indican sustraccion son:

Resta, menos, menor que, diferencia, disminuir, perder, etc.

o Algunas palabras que indican multiplicaciéon son:

Producto, veces, triple, multiplicado, doble, cuadruple, etc.

. Algunas palabras que indican divisién son:

Cociente, mitad, dividido, entre, tercera, razon, etc.



. : Lenguaje
Lenguaje comun

algebraico
Un numero cualquiera. m
Un nimero cualquiera aumentado en siete. m+ 7
La diferencia de dos numeros cualesquiera. f-q
El doble de un niumero excedido en cinco. 2x + 5
La divisién de un niumero entero entre su X
antecesor x—1
. , d
La mitad de un numero. —
2
El cuadrado de un niumero y?
. , b+c
La semisuma de dos numeros 5
Las dos terceras partes de un numero 2( 5) 12
L . . —(x — =
disminuidos en cinco es igual a 12. 3
Tres niumeros naturales consecutivos. X, x+1, x+2
La parte mayor de 1200, si la menor es w 1200 - w
El cuadrado de un nimero aumentado en b2 4 7

siete.

Las tres quintas partes de un numero mas la %p + %(pJ,l)
mitad de su consecutivo equivalen a tres. B

El producto de un nimero con su antecesor

-1) = 30
equivale a 30. x(x-1)

El cubo de un nimero mas el triple del

3 2
. , X + 3x
cuadrado de dicho numero.

Ejercicio 1.

A continuacion, te sugerimos realices el ejercicio, donde tienes que expresar en forma verbal o
escrita los diferentes términos segln sea el caso.

a) El doble de un nuimero.

b) El cociente de la suma de dos nimeros sobre tres.



c) El cociente de la suma de dos numeros sobre 3 veces el primer sumando.
d) c(x-4)

e) La diferencia de los nUmeros es mayor que su cociente.

f) (3x)?

g) El triple del cuadrado de la diferencia de dos niumeros.

h) El semiproducto de dos numeros consecutivos.

i) La suma del doble de un nimero con otro nimero.

j) El cubo de la raiz cuadrada de la suma de dos nimeros

k) El producto de la suma del triple de un nimero con el doble de otro y seis.
[) La diferencia del doble de los cuadrados de dos numeros.

m) El promedio de seis numeros.

n) La suma de tres nimeros consecutivos.

o) La mitad de la raiz del cociente de un nimero con 4.
Ejercicio 2.
Analiza las siguientes situaciones y resuelve paso a paso.

1) Un campesino fue a la ciudad, la primera mitad del camino fue en tren, 15 veces mas de prisa que
si hubiera ido caminando. Pero la segunda mitad del camino tuvo que hacerla en una carreta jalada

por bueyes, dos veces mas despacio que a pie. ¢ Cuanto tiempo gand o perdié en comparacion en el

caso en que hubiera ido todo el tiempo a pie?

2) Un caracol decidié subir un arbol de 15 metros de altura. Durante cada dia tenia el tiempo de subir
5 metro; pero mientras dormia por la noche, bajaba 4 metros. ¢Al cabo de cuantos dias llegd a la cima
del arbol?

3) De lunes a viernes, en periodos normales, un estudiante distribuye, en promedio, las horas del dia
de la siguiente manera:

Actividad Fraccion del dia
Dormir 1

3
Alimentacion 1

12
Descanso y diversion 1

6
Estudio 1



Aseo personal il

Tareas y trabajos -

a) ¢A que actividad se dedica méas tiempo?
b) ¢A que actividad se dedica menos tiempo?

3
4) . Si un pintor se llevé 1 y medio dias en pintar los marcos de las ventanas de una casa, 1 dia 2 de

1
dia pintar el techo y 2 dias g de dia el resto de la casa, ¢cuantos dias en total requirié el trabajo?

5) La siguiente grafica representa la distribucion general del gasto
mensual de una familia.

a) ¢Qué parte del presupuesto gasta en alimentos y vestido?

b) éQué parte del presupuesto gasta en pagos de la casa?

o)
c) éQué parte del presupuesto dedica a gastos varios? 880
9000
d) ¢Qué parte del presupuesto gasta la familia en alimento, vestido y 8888_00
gastos varios? 1O —vestidos
e) Qué parte del presupuesto gasta en alimentos, vestidos y pagos Gastos varios
2
de la casa: seoghagos de la casa
P&
oJoo]o
6) Un par de zapatos cuesta $ 247.25 con I.V.A. (considera el I.V.A.
de 15%), determina el precio de los zapatos sin I.V.A.
A) S 200 B) $210.60 C) $215.00 D) $ 205.50

7) Un ndmero al dividirlo entre 11 tiene cociente 7 y residuo 6. El nimero es:

A) 72 B) 94 C) 105 D) 83

8) Encuentra el numerador de la fraccién equivalente a % cuyo denominador sea 24.

A) 70 B) 24 C) 35 D) 12

. . . . . . 3
9) Un apicultor tiene una lata con 13 litros y medio de miel y quiere envasarla en botellas de (Z) L

para venderla, ¢ Cuantas botellas necesita?



A) 15 B) 18 )9 D) 20

Ejercicio 3

En las siguientes figuras,

b="?
A=3x2-5x-2

b=?
A=15x3-21x2+6X

Ejercicio 4.

determina la expresion algebraica del dato faltante.

h="?

a=x-2
b=2x+3 p:?
A=4x2+4x-3 A=8x2-12x
N I
A=?
N
V=8x3-125
r=x-1

V = x3+2x2-7Tx+4

Factoriza los siguientes polinomios que contienen un monomio factor comun.

a) m®—2m?+6m= g) 20ab?-15a%b =

b) 54x2y% — 18xy? + 36x3%° = h) x2—8x3-7x*=

c) 35m?n—42m*n? + 21m®nd = i)  ax?-bx%+6x?=

d) a(x+2) + b(x+2) = j) 25y%®—15y?—-10y =

e) 5x(b-6) — 4(b-

6) = k) 2p-8g=

f) a(n+6)+n+6= ) x(ctl)-c-1=



Ejercicio 5.

Factoriza los siguientes polinomios por el método de agrupacion de términos.

a) 6(x-8)+y(x-8)= b) y(y+4)-20(y+4)=

c) a*a-1)-6(1-a)= d) z2(2z-1)-(2z-1)=

e) ac+bd+bc+ad= f) 2ax—bx+by-2ay=

g) W?—zw+6wW-6z= h) b?-6b+ 10b-60=

i) 40w? + 5wy + 16w + 2y = ) oy -3y?+9y-27=

K) y5+5y3—4y2—20= ) 6z*+8z2-9z2-12z=
Ejercicio 6.
Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados.

a) y’—4-= b) 25x?>-36= c) 36mM?-1=

d) y?-81= e) 100-x%= f) 16-y?=

g at-a= h) bx?-b= i) bx?-16b=

) y'-16= k) 3x?—-48= ) 5y*-20=
Ejercicio 7.

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos ( TCP ).

a) xX2—4x+4=

d) z2+16z+64=
g) y?>—26y+ 169 =
) w?+ 12w+ 36 =

Ejercicio 8.

Factoriza los siguientes trinomios de la forma ( x*> + bx + ¢ ).

a) p’+2p-24=

d)y z2+3z-4=

b) y?-6y+9= c) x*—10x+25=

e) 4w?+12w+9= f) 25w?—40w + 16 =
h) x2-22x+121= i) y?’—14y+49=

k) 2x?-36x+ 162 = [) 3x2+72x+432=
b) ¢g°+29-3= Cc) y>’+14y+24=
e) y?’+y-110= fy y>’-y-30=



g) 15+2w-w?= h) 45-4b-Db?= i) 72+6y—-y*=

) o5wi+10w?—-315w= k) -3x3-—3x?+126x = ) —3x°+3x*+60x3=

Ejercicio 9.

Factoriza los siguientes trinomios generales ( ax? + bx +c ).

a) 5x2—14x-3= b) 3x?+x-10= C) 9X2-12x+4=

d) 3x2-13x+4= e) 4-4z-1522= f) 6t2—20t—16=

g) 6w?—19w+10= h) 60+4z—-2?= i) 18x*—9x+1=

o2w?-17w+21= k) 3-10y+8y?= ) 3x2+20x+25=
Unidad 3

Presentacion

El proposito de esta unidad es modelar y resolver problemas que conduzcan a una ecuacion de
primer grado con una incognita, con la intencion de retomar las herramientas adquiridas en las
dos primeras unidades: operaciones con nimeros enteros y fraccionarios, propiedades de la

igualdad, lenguaje algebraico, diferencia entre ecuacion y funcién.
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Conceptos claves

v

UK

<\

Ecuacion: es una igualdad en la que tenemos una o varias cantidades desconocidas y
que se verifica Unicamente para determinados valores de las variables involucradas.
(Vigil & Hernandez, 2014).

Solucion de una ecuacion: consiste en encontrar los valores que deben tomar las
variables para que se cumpla la relacion de igualdad establecida, siendo este conjunto
de valores el conjunto solucién de la ecuacién, sus raices. (Vigil & Hernandez, 2014).
A esos valores también se les llama raices, ceros o conjunto solucion de la ecuacion.
Ecuaciones lineales con una incognita, como:

Un caso especial de una igualdad entre expresiones algebraicas.

Una condicion que debe satisfacer un nimero buscado.

Un caso particular de funcion lineal.

Ecuaciones equivalentes: a dos 0 mas ecuaciones se les llama equivalentes cuando
tienen el mismo conjunto solucion (Vigil & Hernandez, 2014).

Incognita: letra que se emplea en una expresion matematica para denotar una cantidad
desconocida cuyo valor se trata de obtener. Algunas letras que suelen fungir como
incognitas son las primeras del alfabeto latino (a, b, ¢) y las ultimas de este (w, X, Yy, z).
Leguaje algebraico: en el &lgebra se usan letras o variables para representar diferentes
ndmeros, y cuando una letra representa sélo un nimero se llama constante. Si una
expresion consta solo de numeros se denomina expresién numérica. Sin embargo,
cuando una expresion consta de variables, nUmeros y signos de operacion se llama
expresion algebraica. Al conjunto de estas expresiones se le conoce como lenguaje
algebraico.

Es el sistema de ecuaciones que comenzando de abajo hacia arriba
contiene solamente la Gltima literal, después la pendltima, luego la antependltima y asi
sucesivamente. Por esta caracteristica, es facil resolverlo, aplicando una sustitucién
regresiva. Ejemplo.

2x + 2y =2
2y+z =3
z=7

Tipos de ecuaciones lineales

Ecuaciones lineales inmediatas o sencillas como, por ejemplo:

3
10x = 30; §x=6; 5x —3=2

Ecuaciones con simbolos de agrupacion como, por ejemplo:



2(2x) = 16; 3(x —2) =12; 5(2x+3) =4(x —2)

e Ecuaciones lineales fraccionarias como, por ejemplo:
x x x 7 2x 3x_7(1 X)
2’ 5 2 3\2 5

43 2
e Ecuaciones literales y formulas como, por ejemplo:

—dl
U—?,

S =180(n — 2); c=§(F—32)

L - 2
La forma mas simple de la ecuacion lineal es Xx=3, m=-5y= T

Propiedades de las operaciones con nimeros reales?

Propiedad de la adicion. Las letras a, b, c, X, y representan numeros reales.

Conmutativa. El orden de los
sumandos no altera la suma.
Ensimbolos:a+b=b+a

Ejemplos:
a) —2++V5 = V5+ (-2)
b) 5+ 3x—2y) = (3x —
2y)+5

Asociativa. Las sumas de tres 0 mas sumandos
no dependen de la forma en que se agrupen, e. d.:
a+(b+c)= (a+b)+c

Ejemplos:

Q) —2+Q2+25=(-2+2)+25

b) 2x+(x+ g) = (2x+x)+§

Elemento neutro. Cero sumado
con cualquier nimero es igual al
mismo numero.
Ensimbolos: 0 +a=a+0
Ejemplos:

a) —24+0=-2

b) 0+ 8x =8x

Elemento opuesto o inverso aditivo. La suma de
cualquier nimero y su opuesto es igual a cero e.
d:a+(-a)= —a+a=0
Ejemplos:

a) —2+2=0

b) V5+ (—V5) =0




Ejemplo 1. Para simplificar la ecuacion 3x + 2 = 5, es necesario hacer uso de la
propiedad de la igualdad: sumamos en ambos miembros de la igualdad —2, que es el inverso
aditivo de 2, generando el elemento neutro de la adicién.

3x+2=5

3x+2—-2=5-2
3x+0=3
3x =3

Multiplicamos en ambos miembros de la igualdad por S quees el inverso multiplicativo de 3,
lo que permitirad generar el elemento neutro de la multiplicacion.

13 —13
(30 =303

3
3 3
3%73
Ix=1
x=1

La raiz de la ecuacion es 1

Sustitucién y comprobacién de la raiz
3()+2=5

5=5

Ejemplo 2. Para simplificar la ecuacion g + 2x + 1 = 3 y poder determinar el valor de

la incognita x .

Nota: Existen mas de una forma (o ruta) que resuelve la ecuacioén.



Ruta A

Multiplicamos por 3 ambos miembros de la igualdad
X
3(§+2x+ 1) =3(3)

Posteriormente la intervencion de la propiedad distributiva. Debido a que el 3 debera
multiplicar a lo que esta dentro del simbolo de agrupacién, quedando de la siguiente manera:

x+6x+3=9
La aplicacion de la propiedad asociativa, en la suma de x + 6x, dando como resultado:
7x+3=9

Sumando — 3 en ambos miembros de la igualdad (propiedad del inverso aditivo que generara
la propiedad del elemento neutro de la adicion).

7x+3—-3=9-3

7x =6

Multiplicando ambos lados de la igualdad porl; (propiedad del inverso de la multiplicacion
que generara la propiedad del elemento neutro de la multiplicacion).

1 7 _1 6
7. X—7.
7x_6
7 7
6
X=7

. , . 6
La solucion, raiz o cero de la ecuacién es >



Sustitucién y comprobacion de la raiz

0.

_ 1=
3 7)+ 3

6 12

f 2073
21 7 7
Obteniéndose la igualdad
3=3

Ruta B ’3—C+ 2x + 1 = 3, puede considerar, realizar la suma entre los términos que contienen

(Y3

X

7 ,
3f+ 2x = - x, entonces, serfa:

Zx+1=3
3

Sumando — 1 en ambos miembros de la igualdad (propiedad del inverso aditivo que generara
la propiedad del elemento neutro de la suma).

4 1-1=3-1
3 -

7 40 =2
3¥ TV

Multiplicando ambos lados de la igualdad por 37 (propiedad del inverso de la multiplicacion

que generara la propiedad del elemento neutro de la multiplicacion).

TR



Ambas Rutas, daran el mismo resultado.

Ejemplo 3. Para simplificar la ecuacion 2(x + 1) = 3(x — 3) y poder determinar el valor de

la incognita, sera necesario eliminar los paréntesis, aplicando la propiedad distributiva
2x+2=3x—-9
Sumando — 2 en ambos miembros de la igualdad (propiedad del inverso aditivo), obteniendo:
2x+24+(-2)=3x—-9+(-2)
2x+2—-2=3x—9-2
2x+0=3x—-11
2x =3x—11

Sumando — 3x en ambos miembros de la igualdad (propiedad del inverso aditivo), que
generara como resultado:

2x + (—3x) =3x — 11 + (—3x)
2x—3x=3x—11—-3x
2x—3x=0-11
—x =-11

Multiplicando en ambos miembros por el reciproco de — 1

—x_—11
-1 -1
x =11

La solucion, raiz o cero de la ecuacién es 11.
Sustitucion y comprobacion de la raiz
2((1D) + 1) = 3((11) = 3)

2(12) = 3(8)



24 =24

Para simplificar la siguiente ecuacion y encontrar a x, deberas intentar contestar la propiedad

de los numeros reales que intervine en el despeje, también, observar una de las rutas.
x—(2x+1)=8-23x+2)
Ejercicio 1

Observar con atencion el desarrollo algebraico en cada uno de los renglones y con ayuda de
las propiedades de los reales, deberas indicar aquella que interviene en cada renglén.

x—(2x+1)=8-23x+2) D

x—2x—1=8—-6x—4 Propiedad distributiva

—x—1=4-—6x >

—x—14+6x=4—6x+ 6x

—x—14+6x=44+0

—14+5x=4

—-1+5x+1=4+1

5x4+0=4+1

5x =5

1 1

g(5x) = 5(5)

x=1 Solucién

Ejercicio 2

En los siguientes ejercicios, resuelve, comprueba y encuentra, la solucién o raiz en cada

una de las ecuaciones o formulas.



2
D3=3

A) X=2 B) X=-2 C) Xx=3 D) x=-3 E)x=0
2)2x+3=-7
A) X=-2 B) X=2 C) X=5 D) X=-5 E)x=7
) R
2 2
7
A)x=1 B)X=§ C)x=7 D)x=11 E)x=-1
HIfi=%_y
6 2 2
2
A)X:—§ B)x=-9 C)x=— D)x=0 E)yx=9

5)§—Zx+3=6—x
-3
A) x=0 B) x=-6 C)X=7 D)x=2 E)Yx=6
6) 3(x +5) = 6(x—2)
7
A) x=-1 B) x=9 C)x=-8 D)X=§ Eyx=1

7)%(2x+1) =§(x+1)

3 1 1
A) X=—— B) x=— C) X=—— D =0 E)x=0.2
) X="10 ) X=5 ) X="10 ) )X

3 2

83 (4r=2) =3(x—3)
A) x=0 B) x=2 C) x=-2 D) x=1 E)x=-1
9) 9+5Q@x—-1)+7x=x+2(x—5)

A) x=1 B) x=-1 C) x=2 D) x=-2 E)X:;



10)3x —(2x —1) =7x — (3 —5x) + (—x + 24)
A) x=1 B)x=3 C) x=2 D) x=-3 E) x=-2

)= - 24+ 2=0

1
A) x=3 B) Xx=-3 C)x=1 D) x=-2 E)x=§
12)x—ﬂ=5x
12 2
2 19 2
A)x=-2 B) X=—— C)x=— D) x=—  E)x=-19
19 2 19
13) PV = = RT despeja PM
PM
A)PM=—-L B)PM=-——  C)PM=—-— D) PM=—= E)PM=2X1
mPV mRV mRT mPV PV

14) oF = g(k—273)+32 despejar a k

A)k=§(:>F—32)+273 B)k=§@F+32)+273 C)k=§@F—32)—273
D) k=§@F—32)+273 E) k =~ @F —32) +273

15)d = %(Vf + V;) t despejaraVy

2t

2d d d
A)Z-V;=V; B) =-V;=V; C) =-V;=V; D) 2(?+Vi)=vf
1/d
&) 3(E-v)=w

16)d = Vit + %at2 despejar a la letra a

A (5E)=a B =a 02(5)=a D) 3(5)=a B3(F5) -

a

17) AB0O_E_ g despejar a C

D F




A)C=B—A—(I;F) B) C=B——D(AF) 0) C=B——D(I:+E) D)C=A——D(BE)

!

E)C=—B+2(H+1)

Resolucion de problemas que dan lugar a Ecuaciones de primer grado con una
incognita, resolucion por diferentes métodos

Las ecuaciones como modelos matematicos

A menudo es posible construir con ecuaciones un modelo que permita describir y resolver
problemas enunciados en lenguaje verbal.

Para resolver problemas planteados en el lenguaje verbal, problemas de cualquier tipo, es
necesario seguir una serie de pasos que le permitan plantear el modelo, para posteriormente
resolverlo.

Pasos para plantear y resolver problemas:

1. Entender en qué consiste el ejercicio (una buena ayuda se hacer con dibujos o diagramas
que representen la situacién descrita por el enunciado del planteamiento).

2. Deberas elegir las letras (lenguaje algebraico) que se utilizan para representar las incognitas
del problema. Asi mismo, identificar las unidades en las que se operan los valores.

3. Expresar, mediante una ecuacion o modelo, la relacion que existe entre los datos del
problema.

4. Es necesario disefiar un plan y aplicar una estrategia para resolverlo.
5. Encontrar la respuesta y comprobarla.
Expresiones usuales en esta parte:

Datos: la informacion que se conoce en un problema sobre sus condiciones y valores

numMéericos.

Proposicion: expresion de la que tenga sentido afirmar que es falsa o verdadera, pero no
ambas.

Para resolver un problema que dan lugar a ecuaciones lineales hay que construir el modelo y
resolverlo.



Ejemplo

1) Con $4801 una familia compr6 cama, estufa y librero. La cama costo $200 maés que el
librero y $600 menos que la estufa. ¢ Cuénto pagaron por cada cosa?
Lee con detenimiento el problema hasta que hayas logrado comprenderlo.
Posteriormente, contesta lo que se te pide.

¢ Qué cosas comprd la familia?

¢ Cuéntos pesos més que el librero costd la cama?

¢ Cuantos pesos menos que la estufa costo la cama?

¢ Qué se pregunta?

Antes de continuar, verifica tus respuestas, leyendo el enunciado del problema.
precio de una cama($) + estufa ($) + librero($) = $4801
Precio de la cama = x (incognita)

La cama costd 200 pesos mas que el librero, es decir, el librero costd 200 menos que la

cama: Precio del librero = x — 200

La cama costd 600 pesos menos que la estufa, es decir, la estufa costé 600 pesos méas

que la cama: Precio de la estufa = x + 600
Todo cost6 4801 pesos, entonces la ecuacion es:
x + (x — 200) + (x + 600) = 4801
El precio de la cama es:

x+x—200+ x4+ 600 = 4801
3x + 400 = 4801
3x = 4801 — 400
x = 1467 Esto es lo que se pagd por la cama.

Sustitucion y comprobacion de la raiz o solucion.

El precio del librero fue: 1467 — 200 = 1267 El de la estufa: 1467 + 600 = 2067



2)

1467 + 1267 + 2067 = 4801

Obteniendo la igualdad: 4801 = 4801

Un distribuidor reparte leche en tres centros comerciales. La tercera parte de la entrega
en Bodega, en Superama deja 5/7 de lo que le queda y en la Tienda UNAM entrega 1800
litros. ¢ Cuantos litros entrega a cada tienda?

Sin ver el enunciado del problema, contesta:

¢ Cuantos centros comerciales atiende el distribuidor?

(Cuantos litros del total entregd en “Bodega”?

(Cuantos deja en “Superama’?

Y en la Tienda UNAM?

¢ Qué se quiere saber?
Comprueba tus respuestas consultando el enunciado del problema.

Si x representa la cantidad total de litros que entrega el distribuidor, se tiene:

1 5 1
x=—x+—(x——x>+1800

3 X T7\* 73
_ 1 +5(2 >+1800
X=3*T734
L 10 1800
XT3 X
1z 1800
63% ~

x = 9450 L de leche



Ejercicio 3
Elige la respuesta correcta de cada uno de los siguientes problemas:

Sugerencia: Toma en cuenta el desarrollo de los ejemplos.

1) El largo de un terreno rectangular mide 5 metros més que su ancho. Si el perimetro es
de 50 m. ¢El largo y ancho son respectivamente?
A) 18y 13 m B)15y10m C)20y15m D)45y50m E)15y5m

2) Dos escaleras estan recargadas en forma paralela sobre un muro, como se muestra en la

figura. ¢Cual es la altura h del muro?

"l AN

-

15m

————- 45m——
A) h=4m B) h=3m C)h=45m D)h=5m  E)h=6m

3) Un hombre desea medir el ancho AB de un rio utilizando un teodolito®

3 Teodolito: Instrumento topografico de precision para medir angulos de distintos planos.



Para hacerlo, camina sobre la orilla 10 m. en direccion perpendicular a AB y clava una
estaca (punto C). De C camina perpendicularmente 5 m hasta D y después paralelamente
al rio hasta estar en linea recta con AC (punto E). La distancia DE resulta ser de 3.7 m.

¢ Cuanto mide el ancho AB del rio?

4) De Tijuana a Cabo San Lucas, en Baja California, hay una distancia de 1692 km. Si en un

mapa la distancia entre las dos ciudades es de 8.46 cm. ;A qué escala de dibuj6 el mapa?

A)1 a 1426356 km B)1la142.6km C) 1a200km D)1 a 14.2 km

E)1a193.9km

5) Un arquitecto debe incluir una terraza cuadrada de 16 m? de superficie en el plano de una
residencia. Si la escala de su disefio es de 1 a 100 cm. ;Cuanto debe medir el area At de la

terraza en el plano? Ayuda: convierte las unidades lineales a unidades de

superficie.
A)A; = 1x1072m? B) Ay = 1.2x1073m? C) Ar = 1.4x10™*m?
D) Ay = 1.6x1073m? E) Ay = 1.5x1075>m?

6) A un muro de 31 metros de longitud se le desea dar dos tipos de acabado (liso y rustico),
de tal forma que la parte en rustico sea dos metros menos que el doble del acabado liso.
Para determinar la longitud del tipo de acabado ¢Cual es la ecuacion que resuelve este
planteamiento? Considera a x como el acabado liso.



A x+ (2-2x)=31 B)x+ (2x—2) =31 CO)x—(2-2x)+31=0

D)x+2+2x=31 E)(2-2x)—x=31

7) El corazdn de una persona adulta, en condiciones normales, bombea 5 L de sangre por cada
minuto. En una prueba de laboratorio ¢;cual sera el volumen de sangre que podran extraer
de una persona en 40 segundos? Plantea la ecuacion.

60 s 0s

5L 40's 40's 5L 40's
C) = D)= E) ==

A =t2 gttt

1min X 60s 1min  «x 1s 40s

8) La profesora de la clase de quimica esté realizando algunos célculos estequiométricos y
el resultado que obtiene esta en onzas (37.5 0z), sin embargo, deberd sumarle una
cantidad en libras (3 Ib) y por ultimo hacer el reporte de lo obtenido en gramos.
Construye una ecuacion que le permita obtener el resultado en las unidades que desea
(gramos).

Datos: 16 oz equivalen a una Ib; 4 Ib equivalen a 1814.37 g.

A [3750z () + 310 (F150)| = g B) 37502+ 3101 ((5o2)) (22220) =

41lb 16 oz

) [575 00 (212) 305 (22) = . 0[5 10 (52) 1 375 ] (2572 -

B) [(;2) +3750z+31b| (o) = g

16 1814.37g

Resuelve como se indica, cada uno de los incisos.

1) Define los siguientes conceptos: ecuacion, lenguaje algebraico, ecuacién equivalente,
solucion de una ecuacion.
Determina la solucion (raiz o cero) de las siguientes ecuaciones.

2) x—=2=2(3x-5)
3) —2(3x+5)=6(x+2)+2
3x 2X 1 5 2

4) —_ — — 4 —-==-xXx—-
2 3 5 2 3

—b+vb2—4ac

> Despeja ¢, recuerda que el inverso de una raiz es la potencia al
a

5 x =

cuadrado.



w (a-b 1 .
6) H(F) + 5= k Despeja a f
7) Planteay resuelve

La velocidad “c” de la luz en el vacio es de 300 000 000 m/s. ;Cuéantos Km. recorre

en un segundo?

A)300km B)83333.33km C) 3x10°%km D) 3x108km E) 8.3x10%m

8) En un mapa topografico del Estado de Puebla, el Popocatépetl mide 10.9 cm. De alto. Si
la escala es de 1 a 50 000 cm. ¢ Cudl es la altura h del Popocatépetl en metros?
A) h =4587.15m B)h =5450m C)h =5100m D)h =6200m
E) h = 5870.15m
9) Un bote contiene 3 y medio galones de pintura. ¢Cuéntos litros son? (1 gal. equivale a
3.786 L)

A) 13.24 L B)0.9247L C)924x102L D)33L E)1L

Sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico practicos

Soluciones de un problema con dos variables y una sola condicion en una tabla

Ejemplo

Ana compro 4 cuadernos y 6 plumas, pagd $192, quiere saber cuanto costod cada cosa.
Para ello se plantean las incognitas:
x_ precio de cada cuaderno ($)
y _ precio de cada pluma (S)
La ecuacién que representa la situacién de la compra es:
4x + 6y = 192

Ana obtuvo como posible solucién que los cuadernos costaron $30 vy las plumas S 12, usando la
misma ecuacion, Luis le dijo que era $24 el cuaderno y $16 la pluma. ¢ Quién tiene razon?



Haz la sustitucidn en la ecuacién y verifica cudl es la solucidn.

4x + 6y = 192

Sustituciones:

Como te habras dado cuenta las dos parejas de valores son solucion, de hecho, hay muchas posibles
soluciones; encuentra otras y completa la tabla siguiente.

Tablal. 4x + 6y = 192

Cuaderno Pluma

x($) y($)
30 12
24 16
18

9

Verifica que los valores, como puntos con coordenadas (x, y), estén en la grafica que describe la
ecuacion.



u

m_o X(8)
4 -2 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
Pregio ppr cuademo |

Como te habras dado cuenta, sin el ticket o mas informacidn que permita obtener otra ecuacidn, no
es posible saber cual es el precio exacto de cada producto, pues cada punto de la recta es solucién de
la ecuacion.

Ejercicio 1

Elabora una tabla con por lo menos 3 soluciones de las siguientes ecuaciones y grafica cada una de las
rectas:

)x+y —2=0

2)3x+y =5

3)—4x =y —2

4)3x+2y =0



Solucién gréfica de un problema*
Ejemplo 1

Pablo y Karen tienen un dron cada uno y van a realizar una carrera de 100m. Pablo sabe que su dron
es mas rapido y decide darle una ventaja de 24m. Si las velocidades a la que se desplazan son de 8m/s
y 6m/s. éQuién ganara?

Esta actividad la realizaremos juntos: comenzaremos dando ejemplos y tu completards lo que haga
falta. Elaboremos las tablas para cada dron.

1. Dron de Pablo 2. Dron de Karen
d(m
t(seg) (M t(seg) (M
0 0 0 24
2 16 2 36
4 32 4 48
6 6 60
8 48 8 72
9 9
10 10 84
12 12
14 14

A continuacidn, elaboramos la grafica del dron de Karen y algunos puntos del aparato de Pablo;
grafica los puntos que faltan y traza la otra recta.

4 Aclaracion: Los autores consideramos muy importante profundizar en el tema, para comprender mejor el estudio
de los sistemas de ecuaciones lineales.



N
7

Carrera de Drones

m
distancia [al inicio Drron de Karen . —"
100 =

Q.
e
e’

80 —

60

40 —

0 t(seq),
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 °
tiempo empleado

Con las graficas ya puedes saber varias cosas. Analiza e interpreta.
Contesta las siguientes preguntas:

1. ¢Quién gana la carrera? (identifica cual recta esta arriba a los

100m de distancia). Explica.

2. ¢Cuénto tiempo emplea el dron de Pablo para alcanzar al otro?

(identifica el punto de interseccion). Explica.
3. Da las ecuaciones que representan cada movimiento.
a) DrondeKarend =__t + ___
b) DrondePablod =__t

El sistema tiene solucion por ello se le llama consistente, la solucion es el punto de
interseccion de las rectas (12, 96) y determina el tiempo que tarda en alcanzarlo y donde lo
encuentra.



Ejercicio 2

Encuentra graficando, en los casos que sea posible la solucién de cada uno de los sistemas de
ecuaciones lineales.

y:—lx—l 2y =6-X X—-2y=4 2X—6=-3y 2x=-3y

1) 3 2) B 3) oo 4) 5 .
4x—-3y =18 3Xx—-2y=6 X—-2y=-3 3y =6-2x 3y =4x

Ejercicio 3

Resuelve por el método de igualacién

2x—3y =9 7x+y—4=0
(1) {3x+2y=7 @) {4x—2y—1=0
Ejercicios 4

Resuelve por el método de sustitucion

7x +y =15
1) {3x+y=7

2) {x+10y—24=0
3x—2y—-8 =0

Ejercicio 5

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones y comprueba que la solucidn satisface cada una de las
ecuaciones.

x+2y+z=-6 —2x+2y =-3
1){ x+y—z= 2 2){ x+ 2y= 3
2y+z=-7
2x —2y+4z=2 2x + 2y = -2
3){ x+2y+z=4 4){ 3Sx+y+2z =7
2x+y =5 x+y+2z=1



Ejercicio 6

Elige la solucidon correcta de cada sistema

X+3y=6
5x-2y =13
X = X=-3
A B C
)y 3 )y o1 )
SX+7y=-1
-3x+4y=-24
X=4 X=-4
A B
)yo3 By.3 O
3X+4y =8
8x -9y =-77
X=4 X=-4
A B
)y o5 )yos O
. 15x+11y =32
-9x+7y=8
X:E X=-2
A) 3 B) 2
y=2 =3



Problemas que dan lugar a sistemas de ecuaciones lineales

A partir del siguiente problema, trata de identificar las relaciones que existen entre los datos que se
te proporcionan y las incognitas.

En una papeleria, un nifio compré 5 plumas y 4 lapices pagando por ellos $ 30.00, otro nifio compro 2
plumas y 6 lapices pagando $ 23.00. ¢ Cudl fue el costo de cada pluma y cada lapiz?

Iniciamos la solucidn identificando las variables que vamos a utilizar y describiendo su significado en
el modelo matematico, asi:

Construimos el modelo matematico que representa las relaciones descritas en el enunciado,
qguedando:

5x +4y =30
2x + 6y = 23

Resolvemos el sistema de ecuaciones, utilizando cualquier método, que en este caso sera suma o
resta, para lo cual multiplicamos a la primera ecuacién por 3 y a la segunda por —2 y sumamos las
ecuaciones resultantes, obteniéndose:

3)(GBGx+4y) =(3)30
—2(2x + 6y) = 23(-2)

15x + 12y = 90
—4x — 12y = —46
11x = 44



Si ahora sustituimos el valor de X =4 en la segunda ecuacidn original, tenemos:

2(4)+6y=2
8+ 6y =23
6y =23 —8
15
Y=
_ 5
Y =3

Ahora sabemos que el costo de cada pluma fue de $ 4.00 y de cada lapiz $2.50

Ejercicio 7

Resuelve los siguientes problemas cuyo modelo es un sistema de ecuaciones lineales.

1) Un almacenista tiene dulces de $ 45.00 el kilogramo y otros de S 70.00 el kilogramo, si quiere hacer
una mezcla de 120 kilogramos cuyo costo sea de $ 55.00 el kilogramo. ¢ Cuantos kilogramos de cada
clase de dulces tendra que mezclar?

2) La suma de los digitos de un nimero de 2 cifras es 13. Si las cifras del nimero se invierten, el
numero resultante es 9 unidades menor que el nimero original. ¢ Cudl es el nUmero original?

3) El gerente de un teatro sabe que vendié 450 boletos para una funcién. Si cada boleto de adulto
costd $ 150.00 y cada boleto de nifio costd $ 40.00 y en total recaudo S 45,500.0 ¢cudl fue el nimero
de boletos de adultos y cual el de nifios que vendié?

4) Si el menor de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo mide la cuarta parte del otro angulo
agudo. ¢Cual es la medida de cada uno de ellos?

5) Al final de las ventas del dia un comerciante encontré que tenia $211.00 en monedas de $2.00 y
$5.00, si en total fueron 59 monedas éCudntas tiene de cada denominacion?



1.Al resolver por sustitucion el siguiente sistema de ecuaciones, la solucidn es:

{4+2x=3y

4x+2y =18

A x=2,y=1 B)x = =2,y=-1 C) x=-1Ly=2
D) x=1,y=2 E) x=1y=-2

2.éCudndo un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incégnitas no tiene solucién?
A) Cuando las rectas se intersecan B) Cuando forman una sola recta
C) Cuando las rectas son paralelas D) Cuando las rectas son perpendiculares
D) Cuando una recta es creciente y la otra decreciente.
3. Oscar comprd 4 chocolates y 6 paletas; pagd $78. ¢ Cudnto cuesta cada cosa?
Sea x el precio de los chocolates (S)
y el precio de cada paleta ().
¢Cual de las siguientes afirmaciones es falsa?
A) x = $12, y = $5 es posible respuesta B)x = $9, y = $7 es posible respuesta
C) x = $6, y = $9 es posible respuesta D) x = $7, y = $9 es posible respuesta

E) tiene muchas soluciones.

2x+3y =5

3x—2y =1 se tiene que el valor de x es:

4.Al resolver el sistema de ecuaciones {

A x=2 Bjx =1 C) x=-1 D) x= -2 E) x =3

. , . ., . “n . x—y=146
5.Si por el método de igualacidén eliminamos “x” en el sistema _2x—4y =178 ; para obtener una

ecuacion de primer grado con una incégnita, entonces écudl de las siguientes proposiciones

corresponde a la ecuacién?

A) —85 =3y B) 7 = -3y C) 85=3y
D) 7=-3y E) 85=—y



6.éCudl de los siguientes sistemas de ecuaciones tiene por grafica la que se muestra en la figura?

7.Si para rentar un automovil se obtuvieron los siguientes presupuestos: en Renta-Car la renta diaria
es de $350, mas $600 de cuota fija y en otra empresa es de $250 por la renta y la cuota fija de $100.
Identifica ¢ cual sistema de ecuaciones representa la situacion?, considerando que x es la cantidad de

dias que se alquila el auto.

A{ y = 600x + 250 {y=250x C{y=600x
) y = 350x + 100 ) y = 350x ) y = 350x
D){y=350x+600 E){y=250x+600

y = 250x + 100 y = 350x + 100

8.Aplica el método de sustitucion, despeja y de la segunda ecuacidn del sistema siguiente e identifica

qué ecuacidn queda para obtener el valor de x?

{ 3x+2y=6

—6x+ y=3

A)-6x +6x +3 =3 B)3x + 2(6x+3) = 6
6-3x _ 6-3x) _ 3-y _

Q-6x+= =6 D)3x+2( - )_6 E)3(_6)+2y—6



9.¢Cual combinacidn lineal permite obtener un sistema de ecuaciones equivalente y triangular?

x+3y+z=9
y —z=2
3y+z=4
A) —3(ecl) +ec3 B) 3(ec2) + ec3 C) —1(ecl) +ec3
D) —3(ec2) +ec3 E) §(663) + ec2

10. Ana, Pablo y José fueron al establecimiento de “Copias y Copias”. Ana pidi6 10 copias, 5
amplificaciones y 3 acetatos; Pablo pididé 5 copias, 2 amplificaciones y 3 acetatos y José 1 copiay 3
acetatos. Si pagaron $19, $8 y $9.60 respectivamente y Pablo olvido sacar 2 copias y 3 acetatos.
¢Cuanto dinero necesita Pablo, para las copias y los acetatos demas?

A) $3.60 B) $10.20 C) $460 D) $3 E) $3.80

UNIDAD 4. FUNCIONES Y ECUACIONES CUADRATICAS Y
APLICACIONES




Presentacion
En esta unidad se avanza en el concepto de funcion al introducir un nuevo tipo de variacion que
conlleva conceptos como concavidad y simetria. El objetivo es identificar funciones cuadréticas,

graficarlas y resolver problemas que involucren una funcion de este tipo.

El concepto de funcidn ha sido considerado como uno de los conceptos mas importantes de la
matematica, en parte porque a nivel historico se ha consolidado como un modelo de procesos

de variacion.

La primera mujer que registra la historia de la Matematica fue Hipatia (350-415), quien
trabajo en la biblioteca de Alejandria y escribid varios documentos acerca de las propiedades
geomeétricas de la parabola.

Conceptos clave

Variable independiente: Variable que puede cambiar libremente su valor sin que se vea afectada por
alguna otra variable. Generalmente, una variable independiente es la entrada de una funciény
normalmente se denota por el simbolo x, en tanto que frecuentemente y se reserva para la variable

dependiente.

Variable Dependiente: Su valor depende de la funcién dada y el valor elegido para la variable

independiente.

Funcién: En matematica, una funcion (f) es una relacién entre un conjunto dado X (llamado dominio)
y otro conjunto de elementos Y (llamado condominio) de forma que a cada elemento x del dominio
le corresponde un Unico elemento y = f(x) del codominio (los que forman el recorrido, también

llamado rango o ambito).

Variable Variable
Funcion
Independiente Dependiente

Fig. 2 Funcidn



Registros de una funcién numérica (tabla), grdfica y expresion algebraica: Existen tres formas de
representar una funcién y éstos son la tabular (elaborar una tabla), gréfica (construir su gréfica) y

algebraica (mediante su regla de correspondencia).

( Funcidén Cuadratica )

v

Se puede escribir como

<

fx)=ax®+bx+c

f—\f{'_x}:a(x h)? —k \
Tiene
Sirve para Z

Se puede
(Resolver prDblemas)

Para encontrarlos

se resuelve su
Algebraica Tabular

Ecuacidn cuadratica
asociada

ax?+bx+e=0

representar
en forma

Maximo
o
Minimo

Concavidad




Problemas que conducen a Funciones Cuadraticas

1. El Huerto. En el jardin de una residencia se quiere destinar una zona
rectangular para hacer un huerto (Fig. 3) y se dispone de 56 metros
lineales de malla de acero para cercar la zona. ¢Cudles deben ser las
dimensiones del rectangulo si se desea abarcar la mayor area posible?

Para contestar realiza lo siguiente:

éQué forma tiene la zona que se desea abarcar? Fig. 3 Huerto

¢Cudanto mide el perimetro del rectangulo?

Si el perimetro del rectdngulo mide 56 metros, é{cuanto suman la base y la altura?

éRecuerdas cdmo se obtiene el drea de un rectangulo?

Si representamos el area con y y la base del rectangulo con x, entonces una expresion algebraica para

la altura es:

Asi tenemos que el area del rectangulo es:

y =x(28 — x)
o bien,

y =-x*+28x

Esta igualdad es un modelo algebraico para el area del rectdngulo que estamos considerando.
Representa en el lenguaje del Algebra, |a relacidn entre todas las posibles medidas de la base y el 4rea

correspondiente.

El modelo que obtuvimos es un modelo polinomial cuadratico o de segundo grado, porque el

exponente con el que aparece la variable x es 2.

En este modelo intervienen dos variables: x y y. El valor de y depende del valor de x; por tal razén

decimos que y es la variable dependiente y x la variable independiente.



Lo anterior significa que el Area del terreno de nuestro problema depende de su base.

Completa la tabla 1:

x base (m) y area(m2) Operacion y

0 0 y = 0(28- 0)

0(28) = 0

4 96 y = 4(28- 4) = 4(24) = 96

12

16

20

24

28

Tabla 2. Problema "EIl Huerto"'

éPara qué valores de la base se obtiene la menor area del terreno?

¢Cual es la mayor area del terreno?

Grafica estos puntos en un plano cartesiano, coloca en el eje ¥

x el valor de la base y en el eje y el valor del area.

¢Tendra sentido unir los puntos?

éPor qué?

Graéfica 1: Problema "El Huerto™
¢Como se llama este tipo de gréfica?

Marca el punto mas alto de la curva e indica cuales sus coordenadas ( , ).

Ahora ya puedes decir cudles son las medidas de la base y la altura con las que se abarca la mayor area

posible




2. La editorial. Una editorial vende a los expendios de revistas una publicacidn cientifica a $60 el ejemplar, y cada 50 ejemplares que excedan los 500, el precio
de venta disminuye S2, écudntos ejemplares extras debe adquirir un expendio para que la editorial tenga un ingreso maximo? Para que te ayudes a contestar,

completa la siguiente tabla.

Numero de
disminucién de

$2(x)

Precio por revista

Numero de

Ejemplares

Ingresos (y=f(x))

Diferencias

Diferencias de

diferencias

0 60 500 (60)(500) = 30000 30000 — 31900 —1900 — (—1700)
= —1900 = —200

1 60 —2(1)= 58 | 500+50(1) = (60 — 2(1))(500 + 50(1)) = 31900 — 33600 —1700 — (—1500)
550 (58)(550) = 31900 =—1700 = —200

2 60—2(2)=56 | 500+50(2)= (60 — 2(2))(500 + 50(2)) = 33600 — 35100
600 (56)(600) = 33600 = 1500

3 60 —2(3)=54 | 500+50(3)= (60 — 2(3))(500 + 50(3)) =
650 (54)(650) = 35100

4

Tabla 3. ""La editorial"



Traza la gréafica en el plano ingresos

de “La editorial”.

Explica el significado de los

valores que obtuviste en las

dos ultimas columnas de la nimero de disminucion de $2,
Tabla 2 “La editorial”.

Gréafica 2. "'l a editorial"

Recuerda que, si las diferencias de las diferencias se mantienen constantes esto
implica que se trata de una funcion cuadratica, ¢la situacion que se esta trabajando es

funcién cuadratica?

Encuentra el modelo algebraico de ingresos en funcion del numero de disminucién

de $2, utiliza lo realizado en la Tabla 2 “La editorial” y generaliza.

Escribe la funcién en forma general, para ello sélo tienes que multiplicar los binomios

y reducir términos semejantes.

Por lo anterior, podemos decir que la expresidn algebraica de una funcidn cuadratica en su forma

general es:



f(x) =ax?*+bx+c con a+0

y que su gréfica es una parabola.

Graficas de funciones cuadraticas

Para graficar una funcién cuadratica pasaremos la funcion de la forma general
f(x) = ax?® + bx + c, ala forma estandar, f(x) = a(x — h)? + k,

donde el vértice de la parabola es el punto (h, k). Asimismo, podemos calcular los ceros de la
funcidn, si es que éstos existen, al igualar la funcién a cero y obteniendo una ecuacién cuadratica a

resolver.
Si a < 0 la parabola abre hacia abajo (céncava hacia abajo)
Si a > 0 la parabola abre hacia arriba (céncava hacia arriba)

El eje de simetria es x = h. Para obtener dos puntos simétricos de la parabola se puede sustituir

x =h+1 en f(x). Recordar que en la funcién f(x) = ax? + bx +c,

¢ representa el punto de interseccion con el eje “y” (ordenada al origen).

Ejemplos. Grafica las siguientes funciones cuadraticas:
1) f(x) =x*+4x—5
Transformemos la ecuacidn general a su forma estandar, esto es, la funcién estd en forma f(x) =

ax? + bx + c y la vamos a escribir en forma f(x) = a(x — h)? + k completando los cuadrados,

como sigue:



fx)=x?+4x-5

fX)=x%+4x+4+5—4

Trinomio Se resta para
cuadrado no alterar la
perfecto funcién

fO)=@+2)7-9

El trinomiose Esel

puede resultado

expresar asi de los dos
ndmeros

f(x) = (x+2)>—9 eslaformadeseaday en esta expresién tenemos que:
a=1, h=-2 y k=-9

Por lo que el vértice de la parabola es el punto (—2,—9) y como, a > 0 la parabola abre hacia arriba

(concava hacia arriba), su eje de simetria es x = —2 y los ceros de la funcién o raices de la parabola

se obtienen igualando la funcién a cero y resolviendo:

La ecuacion x2+4x—5=0 la podemos resolver por varios métodos, utilizaremos el de

factorizacion.
(x+5xx-1)=0

x+5=0 o (x—1)=0

Los ceros de la funcién son =5y 1, esto es, los puntos (—5,0) y (1,0).

Por lo que su grafica es:
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Gréfica3. f(x) =x2+4x—5

Nota: observa que el punto de interseccién con el eje "y" es =5
2) f(x)=-2x*—6x+3

Para pasar a la forma f(x) = a(x — h)? + k, primero factorizamos de la siguiente manera:

fx)=-2(x>+3x)+3

. . 9 .
Completamos cuadrados en el paréntesis y restamos (Z) (—2) para que no se altere la expresion:

flx) = —2(x2+3x+%)+3_(2>(_2)

9 18
f(x)=—2(x2+3x+z>+3+z

fx)=-2 <x+;)2 +175

3 15
Dedondea=-2, h=-= vy k=7

- 3 15 . . , 3 .
Entonces el vértice es V (—5,7), el eje de simetria es x = —5 comoa = —2 < 0 la parabola es

concava hacia abajo (abre hacia abajo). La interseccién con el eje “y” es en 3.

Los ceros de la funcién los obtenemos resolviendo la ecuacién —2x2 — 6x + 3 = 0 por férmula

general,comoa = —2,b = —6yc = 3 al sustituiren x =

—b+Vb2-4ac
——.— hos queda:



x= —(=6)+/(-6)2-4(-2)(3) S oy = 6+V36+24 5oy 61+v/60 x = 61774

= -
2(-2) —4 —4 —4
6+7.74 _ 13.74 6-7.74 _ —1.74
1= =——=-3.44 Xy = = = 0.44
—4 —4 —4 —4
Entonces su grafica es:
1675

~——_
A

=

©

w

~

2
4—3.44, O)o \(0.44, 0) X,
2

—2
/,/'(;1:) = —2P .1\2 — 6+ B

Gréaficad. f(x) = —2x2 —6x+ 3

3) f(x)=7x*+14x

Factoriza el 7 como factor comun:

Completa cuadrados y realiza lo necesario para que no se altere la funcién

Escribe la funcién en la forma f(x) = a(x —h)*> + k

La funcién en forma esténdar te debié haber quedado f(x) = 7(x + 1)? — 7, de donde vemos que
a =7 > 0, es cdncava hacia arriba. Su vérticees V(—1,—7)yaqueh=—1 y k = —7,suejede

simetriaesx = —1.
Resuelve la ecuacién 7x? + 14x = 0, para obtener los ceros de la funcién.

Con lo anterior bosqueja la grafica de la funcidn:
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Gréfica 5. f(x) = 7x% + 14x

4) f(x)=3x%*-1

Esta funcién se puede expresar como: f(x) = 3(x — 0)2 — 1, completa lo siguiente:

a=__>_ ,h= y k= , por lo que el vértice es V(___,___), la ecuacién del eje de
simetria es: x = , abre hacia arriba, y siempre podemos obtener dos puntos simétricos de la
pardbola con evaluar en x = h + 1; asi que al evaluar la funcionen x = 1y en x = —1 obtenemos

“«_.n

los puntos A(1,2) y B(—1,2) respectivamente; la interseccién con el eje “y” estd en —1. Los ceros

de la funcién los obtenemos al resolver la ecuacién 3x2 — 1 = 0,

Dedonde x; = —0.58 vy x, =0.58 sonlosceros de la funcion, o bien son los cortes con el

eje X.

Por lo anterior su grafica es:
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Grafica g f(¥) = 2x2 — 1

5 (x) = —x?
Se puede expresar como f(x) = —(x — 0)? + 0 que es de la
forma f(x) = a(x —h)? + k,dedondea=—-1<0,h =0y
k = 0 por lo que su vértice es V = (0,0), su eje de simetria es
x =0, es concava hacia abajo y dos de sus puntos son:
A(1,—-1) y B(—1,—1), su interseccion con el eje “y” es 0,

gue es también el Unico cero de la funcion.
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flx
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Gréafica 7. f(x) = —x?

Ejercicio 1. Grafica las siguientes parabolas y marca dos puntos simétricos de ellas, éstos pueden

ser los ceros de cada funcidn (si es que existen).

1) f(x)=2x*+8x-5 2) f(x)=4x?+8x+3

3) fx)=x2+4 4) f(x) =2x%—8x

5) f(x) = —x%—6x 6)

f(x) =—-5x*+2




7) fx)=3x%2+1 8) flx) =x?>—-2x-3

9) f(x)=3x24+9x+1 10)  f(x) =%x2—6x

Problemas que involucran funciones cuadraticas

-
A partir del planteamiento de una funcién cuadratica como modelo matematico, se
pueden resolver problemas determinando el vértice de la parabola. A este tipo de

problemas se les conoce como: “PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS”

Observa las siguientes parabolas

Vértice
Méaximo

PN WA OO N ® ©
S SO S !

© o U b A e N &

-4 2 (eértice 2 4
Minimo

Ejemplos
1. La ganancia semanal de una empresa se relaciona con el nimero de articulos producidos
cada semana y esto se puede representar por la funcion:
P(x) = —2x? +96x — 52



Donde P(x) representa la ganancia semanal en pesosy X el niumero de articulos producidos por

semana.

a) Representa graficamente esta situacion.

b) Sila empresa produce 26 articulos en una semana ¢ Cual sera su ganancia?

c) Determina cuantos articulos debera producir la empresa a la semana para que obtenga una
ganancia maxima.

Solucién

Para graficar la funcidn cuadratica determinemos primero su vértice, esto lo haremos al escribir el

modelo algebraico en forma estandar:
P(x) = —2x? +96x — 52
Factorizamos en x
P(x) = —2(x? — 48x) — 52
Completando cuadrados
P(x) = —2(x?> —48x + 576) — 52 + 1152
P(x) = —2(x — 24)? + 1100

De donde el vértice es V(24,1100), eje de simetria x = 24, la parabola se abre hacia abajo, y dos

puntos de ella son (25,1098), (23,1098), el punto de interseccion con el eje y es (0, —52).

Observa que, asi como sustituimos x = 25 y x = 23 en P(x), podemos sustituir cualquier valor de
v s , . ,
x" y éste nos estaria representando el nimero de articulos que se producen a la semana y P(x)

corresponde a las ganancias, por lo que podemos contestar la pregunta del inciso b) sustituyendo
x =26en P(X)=-2(x—24)* +1100
P(x) = —2(26 — 24)? + 1100
P(x) = —2(2)% + 1100
P(x) =—-8+ 1100
P(x) = 1092

Entonces, si la empresa produce 26 articulos a la semana, su ganancia serd de $1092.



Dibujamos en un plano cartesiano la 1400 Y

informacién  anterior y esto es |la 1200 V = (24, 1100)
1000

representacion grafica del problema, lo que

800

contesta el inciso a). 800

400

flr) = 22 + 960 — 52

Gréfica 8. Problema Ganancias

Para contestar el inciso c) en la grafica podemos observar que el punto maximo de la parabola es el
vértice V(24,1100), lo que significa que cuando X toma el valor de 24 articulos, la ganancia maxima
es de $1100, cualquier otro valor de X nos dard una ganancia menor a $1100. Entonces la

respuesta de c) es 24 articulos.

2. Una rana describe en un salto una trayectoria parabdlica, si la longitud de su salto fue de
40 cm y la altura maxima alcanzada de 30 cm. Determina una ecuacion para el salto de

la rana.

Solucién

La grafica del salto de la rana se puede representar como:

DA D

n

Gréfica 9. Salto de la rana



Observa que la ordenada del vértice representa la maxima altura del salto y las coordenadas de éste
son V(20,30) entonces en la ecuacién de la parabola de forma: f(x) = a(x — h)? + k podemos

sustituir el valor de hy k por 20 y 30 respectivamente.
f(x) = a(x —20)% + 30

Para encontrar el valor de a podemos sustituir los valores de x y f(x) por el punto que tiene

coordenadas (0,0) esto lo podemos hacer porque es un punto de la pardbola, entonces:
0=a(0—20)%+30

0 = a(400) + 30

—30 = a400
30
——=aqQa
400
La= —43—0 Entonces la ecuacion requerida es: f(x) = —%O(x —20)? + 30 forma estandar.
La cual se puede expresar como: f(x) = — %Oxz + 3x forma general.
3. Se desea cercar un espacio rectangular de jardin con 200 m de alambre. ;Cuéles seran

las dimensiones del sitio para que éste ocupe la maxima area del jardin?

Solucién

Lo primero que vamos a determinar es la funcién que representa esta situacion. Esta funcién sera
de la forma: f(x) = a(x —h)?+ k donde x representard el ancho del rectangulo. Ahora,

recordemos como calcular el perimetro y el area de un rectangulo.



largo

Area = (largo)(ancho)
anch
Perimetro = 2(largo)+2(ancho)

Como solo tenemos 200 m para cercar este terreno y si lamamos X al ancho, entonces el Perimetro

de este rectangulo deberia medir 200 my el largo lo podemos determinar como sigue:
200 = 2(largo) + 2X
Si despejamos largo tenemos:

200 — 2x
largo = ——

~largo =100 — x

Si sustituimos el largo, 100 — x, y el ancho, x, en la férmula para calcular el area de un rectangulo

tenemos:

A =x(100 — x)
Simplificando:

A =100x — x?
Por lo que la funcién cuadratica que representa este problema es:

f(x) = —x? +100x
la cual se puede expresar en forma estandar como:
f(x) = —(x—50)? + 2500

La grafica de esta funcidn es:
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Grifica 10. Problema “Area del jardin”

Lo que indica que el maximo de esta parabola se alcanza para X =50, como X representa el ancho
del rectangulo, entonces el ancho debe ser 50 m y el largo 50 m, estas dimensiones nos dardn el

espacio rectangular mdximo, recuerda que un cuadrado es un caso particular de un rectangulo.

Ejercicio 2. Resuelve los siguientes problemas.

1. Se arroja una piedra verticalmente hacia arriba desde el nivel del suelo, la féormula

S =32t —8t? nos da la altura en metros de la piedra después de t segundos.

a) Grafica la trayectoria de la piedra.

b) Determina en cuantos segundos, la piedra alcanza su maxima altura.

c) ¢Qué altura alcanza la piedra a los 3 segundos?

2. Se dispone de 60 m de alambre para cercar un jardin en forma rectangular, pero uno de los

lados correspondera a la pared de la casa. ¢ Qué dimensiones del jardin nos daran el drea maxima?

3. Determina la ecuacidn que representa la trayectoria del salto parabdlico, de un atleta que

alcanza una altura maxima de 2 m y una longitud de 3.40 m.



2
1. La grafica de la funcion cuadratica y = —(x+%) + 3 tiene su vertice en las

coordenadas

A) (—3,-3) B) (—5.3) 0 ,-3) D) (0,3)

2. La funcidn que se representa en la grafica de la derecha, esta

dada por:

A)f(x)=x*>+2x+3

o =2 NOWw b

B) F(x) = x% — 3 4 3 2 [o1 2 4

-

C) f(x)=—x%?-2x-3 3

D) f(x) =x®-2x-3

3. Un granjero tiene 600 metros de malla de alambre, para construir un corral con forma de
rectangulo. El corral tendrda como uno de sus lados a una pared, por lo que no requiere
malla en esa parte. Si el granjero desea que el area que encierre el corral sea la maxima
posible, ¢de qué dimensiones debe ser? Identifica la expresién que modela el area del

corral en funcién del lado maés corto.
A)A = x (600 - x) B)A = x (600 - 2x)
C) A = 2x (600 - x) D)A = 2x (600 - 2x)

4. Al transformar la funcion cuadratica, de su forma general y = 2x% + 12x + 16 a su

forma estandar, queda como:
A) y=2(x—3)2-2 B) y=2(x+3)2+2

C) y=2(x+3)*>-2 D) y=2(x—3)2+2



5. El vértice de la funcion cuadrética f(x) = x* + 6x + 4 tiene coordenadas V (-3, -

5), por lo tanto, en ese punto la funcion

A) tiene un maximo. B) tiene un minimo.

C) tiene una raiz real. D) tiene una raiz imaginaria

6. Las raices de la funcion cuadratica f(x) = x? + x — 12 son:
A)x; = -3 x, =4 B) xy = =2 x5, =6

7. Considera la funcion cuadratica f(x) = —x2 + 3x — 2. El valor de f(—1) es:

A) 0 B) —4 C) -6 D) 4

8. La concavidad de la gréfica de la funcion f(x) = —3x% + 9x + 1 es hacia

A) abajo B) la derecha C) arriba D) la izquierda

9. Determina las intersecciones con el eje X de la gréfica de la funciony = x2 - 3x - 10
A) x1=3, x2=—10 B)x1=5, x2=—2

C) X1 = 10, Xy = 3 D) X1 = _5, Xy = -2

10. Determina el valor de la siguiente funcion f(x) = x? + 6x + 4 en su punto minimo

A) -3 B)3 C)-5 D)5



ax"‘+bX+C:0

- Utilizaras los métodos de factorizacién, completar el trinomio cuadrado perfecto y formula

general para resolver ecuaciones cuadrdticas con una variable.
- Determinaras cuando una ecuacidén cuadratica no tiene solucién real.

- Resolveras problemas que involucren en su solucidn ecuaciones de segundo grado con una

variable.

Las ecuaciones de primer y segundo grado se resolvian con un método practicamente idéntico al

gue usamos hoy en dia. Sin embargo, la solucién no aparecid en Europa hasta el s. Xll, en el libro

Tratado de Medidas y Calculos, del matematico judeo-espafiol Abraham Bar Hiyya Ha-Nasi. Siglos
después, todos los libros de matematicas de nivel medio superior incluyen la famosa férmula

general o llamada cominmente “chicharronera”.

Conceptos clave

Ecuacidn de segundo grado. Son aquellas que se pueden escribir de la siguiente forma:
ax?+bx+c=0
donde g, b y ¢ son nimeros reales cualesquiera, tales que a # 0.

Diferencia de cuadrados. Es un binomio en el cual sus términos se estan restando y ademas estan

elevados al cuadrado; es decir son binomios que tienen la forma:
a? — b?
La diferencia de cuadrados se obtiene multiplicando dos binomios conjugados, es decir:
(a+b)(a—b) =a?—b?
Binomios conjugados. Son dos binomios que sélo se diferencian en un signo, por ejemplo:
e a—bya+b
e 3x+6Yy3x—6

Trinomio cuadrado perfecto. Es el resultado de elevar un binomio al cuadrado, es decir, es un

trinomio de la forma:



a® + 2ab + b?

Formula general para resolver ecuaciones de segundo grado. Se refiere a la férmula que se puede

emplear para resolver este tipo de ecuaciones; es:

—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

Discriminante de una ecuacion de segundo grado. En una ecuacidn cuadratica, se refiere al valor

de:

D = b? — 4ac
( Ecuaciones cuadraticas )
Se pueden

escribir como

Pueden
Problemas
— ax?+bx+c=0 L ¥ sugiren de Aplicacion
Tienen varios
Tienen varios

Tipos de solucién

Métodos de
solucidn

Férmula

Reales
distintas

Completar

Reales Imaginarias
Repetidas g

Factorizacion )
- el TCP General complejas
Q Se obti > Puede saberse >
e obtiene - :
: ) su tipo a través de
a partir de proviene P

de

Discriminante

b? — 4ac

Resolucion de ecuaciones cuadréticas de las formas: x> = b, ax? = b, ax? + b = c,
ax*+b=0,ax+b)?*+c=d, (x+b)(x+c)=0

Ejemplo 1. Resuelve la siguiente ecuacidn de segundo grado
x? =100

Esta es una ecuacién de segundo grado ya que la podemos escribir como x? — 100 = 0. Ademas,
observa que la forma de la ecuacién es x? = b. En este caso, como queremos despejar x extraemos

raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacién y obtenemos:



Vx? = +/100
x =10
Asi que las raices o soluciones de la ecuacion son =10y 10.
Ejemplo 2. Resuelve la siguiente ecuacion de segundo grado
5x2 =100

Observa que es una ecuacién de segundo grado y la podemos escribir como 5x% — 100 = 0.

Ademas, observa que la forma de la ecuacién es ax? = b. En este caso primero despejamos x?:

Ten en cuenta que ahora se tiene una ecuacién de la forma x? = b, como en el ejemplo 1, asi que
la solucidn de la Ultima ecuacidn se obtendra de la misma manera que en el caso de la ecuacidn de

ejemplo 1; extraemos raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacion:

Asi que las soluciones de la ecuacion son 2v/5 y —2+/5.
Ejemplo 3. Resuelve la siguiente ecuacion de segundo grado:
3x2-5=38

Observa que esta es una ecuacion de segundo grado y la podemos escribir como 5x% — 13 = 0;

ademas que su forma es ax? + b = c. Para resolver esta ecuacién transponemos® el —5 y tenemos:
3x2 =13

Ahora tenemos una ecuacion similar a la del ejemplo 2 asi que resolvemos la ecuacidn de la misma

manera:

S Transponer es llevar un término de un lado de la ecuacién al otro.



I
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Asi que las soluciones de la ecuacién son ER AN

Ejemplo 4. Resuelve la siguiente ecuacion de segundo grado:
3(x—-3)2+3=6

Este caso es similar al mostrado en el ejemplo 3 sélo que en vez de tener x? se tiene (x — 3)2. Sin
embargo, este tipo de ecuaciones se puede resolver virtualmente de la misma manera que la

ecuacién mostrada en el ejemplo 3. Primero despejamos el término (x — 3)?:

3(x—3)2=6-3
(x—3)2=§

J@ =37 = +v1
x—3=+%1
x=3%1
Asi que las soluciones de la ecuacién son 4y 2.
Ejemplo 5. Resuelve la siguiente ecuacion de segundo grado:
(x—4)(x+5=0
Podemos comprobar que esta es una ecuacion de segundo grado realizando la multiplicacion de
binomios:
x> +5x—4x—-20=0
x2+x—-20=0
Esta ecuacién podria resolverse a través de la fdrmula general, sin embargo, la ecuacién original
esta expresada como la multiplicacidon de dos factores cuyo producto es cero, proposicion que nos

lleva a afirmar que sélo se cumple si cualquiera o los dos factores son iguales con cero, generando

las ecuaciones:

x—4=0 x+5=0




Ejercicio 1. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.

1) x2=8

2) x2-13=0
3) x%+13 =25
4) 4x% =25

5) —9x? = —64

6) 15x2+9 =18

7) 2(x—3)2+6=14
8) —3(x —4)2+5=—
9) (x+12=0
10)(x—3)(x+5)=0
1D x—-8)x+7)=0

12)(x —5)(x—5)=0

Solucién por factorizacion

Para resolver factorizando una ecuacion cuadratica debes recordar que la factorizacién depende

de la estructura algebraica.
Ejemplo 6. Si tienes la ecuacion de segundo grado x2 —3x +2 =0

Ecuacién cuya estructura corresponde a un trinomio cuadratico que resulta de la multiplicacién de
dos binomios con un término comun y que para encontrarlos se buscan dos niumeros cuyo
producto sea 2 que es el término independiente y su suma sea — 3. Tales nimeros son -1y -2,

por lo que la ecuacién queda expresada como:
x—-1D(x-2)=0

Al factorizarla, la ecuacién queda expresada como la multiplicacién de dos factores cuyo producto

es cero, proposicion que nos lleva a afirmar que solo se cumple si cualquiera o los dos factores son



iguales con cero, generando las ecuaciones:
x—1=0 6 x—2=0

Al despejar la variable de las ecuaciones generadas se obtienen las raices de la ecuacidn cuadratica,

es decir:
six—1=0=>x=1
six—2=0=>x=2
Por lo que las raices o soluciones de la ecuacién x> —3x +2 =0son 1y 2.
Ejemplo 7. Si tienes una ecuacién de segundo grado como:
25x2—-16=0

Esta ecuacién tiene una estructura que corresponde a la de una diferencia de cuadrados. La
factorizacién de una diferencia de cuadrados es la multiplicacién de dos binomios conjugados; para
encontrar dichos binomios se extrae la raiz cuadrada a 25x? y la raiz cuadrada de 16. Tales raices

son 5x y 4, por lo que la ecuacién queda factorizada como
5x+4)5x—4)=0

La ecuacion queda expresada como la multiplicacion de dos factores cuyo producto es cero,
proposicién que nos lleva a afirmar que solo se cumple si cualquiera o los dos factores son iguales

con cero, generando las ecuaciones:

5x—4=0 5x+4=0

X=§

, . ., 4 4
Por lo que las raices o soluciones de la ecuacion son o =t

Ejemplo 8. Si tienes una ecuacién de segundo grado como:
4x%2 —12x+9=0

Ecuacién cuya estructura corresponde a la de un trinomio cuadrado perfecto el cual resulta de la
multiplicacidon de un binomio elevado al cuadrado o multiplicado por si mismo. Para encontrar su
forma factorizada, se extrae la raiz cuadrada de 4x? y la raiz cuadrada de 9. Tales raices cuadradas

son 2x y 3 y como el signo del coeficiente del término lineal es negativo, la ecuacidén queda



factorizada como:
2x—-3)2x—-3)=0

La ecuacion queda expresada como la multiplicacion de dos factores cuyo producto es cero,

proposicién que nos lleva a afirmar que solo se cumple si cualquiera o los dos factores son iguales

con cero, generando las ecuaciones:

2x—3=0

3
*=3

2x—3=0

3
*=3

como te podras dar cuenta las dos raices son iguales por lo se dice que % es la raiz de
multiplicidad 2 de la ecuacién 4x? — 12x + 9 = 0.
Ejemplo 9. Si tienes una ecuacién de segundo grado como:

10x2 4+ 4x =0

Esta se factoriza determinando el factor comun 2x y dividiendo cada término del polinomio 10x? +

4 entre él para obtener los factores, es decir

10x? .

2x X

4x _

2x

guedando la ecuacién factorizada como:
2x(5x+2)=0
2x=0 5+2=0
x=0 x——z
5

. 2 , L
Por lo que se tiene que 0 y —gson las raices de la ecuacién 10x? + 4x = 0.



Ejemplo 10. Si tienes una ecuacién de segundo grado como:
3x24+2x—-21=0

Ecuacién cuya estructura corresponde a la de un trinomio de segundo grado, el cual resulta de la
multiplicacidon de dos binomios y que para encontrarlos se puede multiplicar al coeficiente del
término cuadratico 3 por el término independiente —21 cuyo producto es —63 y se buscan dos
numeros cuyo producto sea —63 y su suma sea 2, que es el coeficiente del término lineal. Tales
numeros son —7 y 9 y con ellos se expresa al término lineal 2x utilizando estos nimeros como

coeficientes de dos términos lineales que generan un polinomio con cuatro términos:
3x2 —7x+9x —21
Este ultimo se factoriza por agrupacidn, quedando la ecuacidn factorizada como sigue:
x(Bx—7)+30Bx—-7)=0
Bx—7Nx+3)=0

La ecuacion queda expresada como la multiplicacién de dos factores cuyo producto es cero,
proposicién que nos lleva a afirmar que solo se cumple si cualquiera o los dos factores son iguales

con cero, generando las ecuaciones:

3x—7=0 x+3=0

7
XT3

Ejercicio 2. Contesta cada una de las siguientes preguntas

1) ¢Qué es una ecuacién cuadratica?

2) ¢éCudando se considera una ecuacion cuadratica completa?

3) ¢Cudndo se considera incompleta?



4) Aparte de factorizar para resolver ecuaciones cuadraticas, ¢ Qué otras formas para

resolverlas conoces?

5) ¢éCudl es el nUmero de raices que tiene una ecuacion cuadratica?

Elige la opcion que corresponde a la de la respuesta correcta:
6) La factorizacién de y2 — 6y +9 = 0 es:
A -3 +3)=0
B) -9 +1D=0
C) 0-DG+9=0
D) -3)(y—-3)=0
7) Lafactorizacién de x? + 14x + 49 = 0 es:
A (x+7)?%=0

B) x+7)(x—-7)=0
C) x+2)x+7)=0
D) (x—7)?=0
8) La factorizacién de 72y + 16 + 81y% = 0O es:

A) (4+9y)2=0

B) 4+9y)(4—-9y)=0
C) A+y)4+72y)=0
D) (4-9y)*=0



9) La factorizacién de 100x% — 20x + 1 = 0 es:
A) (10x+1)(10x+1) =0

B) (10x+20)(10x—1) =0
C) (10x—-1)(10x—20) =0
D) (10x—-1)(10x—1)=0
10) La factorizacién de x? — 10x + 25 = 0 es:

A (x—-5)(x+5)=0

B) (x+5x—-10)=0
C) (x—5)x—-5=0
D) (x+10)(x—5)=0

11) La factorizacién de 3x2 — 5x + 2 = O es:
A x+1)Bx+2)=0

B) Bx—2)(x—1)=0
C) x+1)Bx—-2)=0
D) Bx+1)(x—-2)=0
12) La factorizacién de x? + 11x + 24 = O es:

A (x+4)(x+6)=0

B) (x+3)(x+8)=0
C) (x+2)(x+12)=0
D) (x+11)(x+24)=0

13) Las raices de la ecuacién x2 — 11x — 26 = 0, son:
A) —11y —-26

B) 11y 26.
C) 13y-2
D) —13y2



14) Las raices de la ecuacién x? — 9x = 0, son:
A) -1y -9

B) 0y9
C) 3y-3
D) 9y1

15) Las raices de la ecuaciéon 9x% — 49x = 0, son:

A 7y-7

16) Las raices de la ecuacién 4a? + 3a — 10 = 0, son:

5
B) 2y—2
C) 3y—10
D) 10y —3

17) Las raices de la ecuacién 9y% + 6y + 1 = 0, son:
A)9y6
B) 6y1
C) %de multiplicidad 2
D) —%de multiplicidad 2
18) Las raices de la ecuacién 4m? —4m + 1 = 0, son:
A) 4y-1
B) —4y1
C) %de multiplicidad 2
D) —%de multiplicidad 2

19) Si las raices de la ecuacién de segundo grado son 9 y 7, la ecuacién factorizada es:



A (x+7)(x—-9)=0

B) x—7)(x—9)=0
C) x+9)x—-7)=0
D) (x+7)(x+9)=0

20) Si las raices de la ecuacion de segundo grado son —2 y%, la ecuacion factorizada es:
3
A) (x+2)(x=2)=0

B) (x—2)(x+§) =0
C) (x—%)(x—Z) =0
D) (x+3)(x-2)=0
21) Si las raices de la ecuacion de segundo grado son 0 y —4, la ecuacidn factorizada es:
A (x+4)x=0

B) x(x—4)=0

C) x—-0)(—4)=0

D) 4x—-0)=0

22) Si las raices de la ecuacion de segundo grado son 3 y 4, la ecuacion es:

A) x2+3x+4=0

B) x2—7x+12=0

C) x2—4x+3=0

D) x2+7x+12=0

23) Si las raices de la ecuacidn de segundo grado son -1y 3, la ecuacion es:
A) x2—2x—-3=0

B) x2+3x—1=0
C) x2—x+3=0
D) x2+2x—3=0

24) Si las raices de la ecuacion de segundo grado son —5 y —7, la ecuacion es:

A) x2-5x+7=0



B) x24+5x—7=0
C) x2+12x+35=0
D) x2—12x+35=0

25) Si las raices de la ecuacion de segundo gradoson 1y %, la ecuacion es:
A)x2+Z+1=0

B) x2—x+2=0
C) 2x2—-3x+1=0
D) 2x2+3x+1=0

Solucion completando el trinomio cuadrado perfecto

En ocasiones, la ecuacion de segundo grado no es facil de factorizar por alguno de los
procedimientos mostrados en los ejemplos anteriores, por lo que hay que buscar otra forma de
factorizarla, lo cual se logra completando un trinomio cuadrado perfecto que es el producto de un

binomio por si mismo, es decir, de elevar al cuadrado un binomio.
Ejemplo 11. Si tienes una ecuacién de segundo grado como:
6x2—x—15=10

Primero divides toda la ecuacién entre el coeficiente del término cuadratico, que en este caso es 6,

guedando:
6x% «x 15 0
6 6 6 6
1
2 _ __:0
X 6x

. . . . . 1
Enseguida completas el trinomio cuadrado perfecto para el binomio x? — - %, para ello:

Obtienes la mitad del coeficiente del término lineal:

1 1
——+2=—=

6 12

Elevas este término al cuadrado:

(-5) =0
12) 144



y lo sumas y restas a la ecuacién original para obtener:

1 1 1 5
———-=0

2 — —_— =
6t 142 122 2

X —

. 1 1 . .
Ahora ya tienes la certeza de que x? — =x + — es un trinomio cuadrado perfecto, el cual puedes
6 144

. 1\2 . o . 1 5 361 .
factorizar como {x — =) Y al reducir los términos independientes — Taz 5 COmo — =, se tiene

gue la ecuacion de segundo grado queda expresada como:

( 1)2 361 _ .
*T12) T 144"

gue es una diferencia de cuadrados y que al factorizarla deja a la ecuacién expresada como:

( 1 19)( 1_|_19>_0
T T\ T2 12) T

La ecuacion queda expresada como la multiplicacién de dos factores cuyo producto es cero,
proposicién que nos lleva a afirmar que solo se cumple si cualquiera o los dos factores son iguales

con cero, generando las ecuaciones:

1 19 1 19
12 12 12 12
5—0 +3—0
X—g— X 2—
5 _ 3
X—g X = >

. 5 3 , L
Por lo que se tiene que 3Y —5son las raices de la ecuacién 6x% —x — 15 = 0.

Ejemplo 12. Si tienes una ecuacién de segundo grado como:

8x2+14x—15=0
Primero divides toda la ecuacién entre el coeficiente del término cuadratico, que en este caso es 8,
guedando:

Ll 15
X TgX g T



. . . . . 14
Enseguida completas el trinomio cuadrado perfecto para el binomio x? + < X, para ello:

Obtienes la mitad del coeficiente del término lineal:

14 ) 14 7
8 7 16 8
Elevas este término al cuadrado:
<7>2 49
8/ 64

y lo sumas y restas a la ecuacién original para obtener:

, 14 49 49 15
Xt—-x+—————= =0
Ahora ya tienes la certeza de que x? + %x + g es un trinomio cuadrado perfecto, el cual puedes

2
. 7 . o . . 49 15 169 .
factorizar como (x + E) y al reducir los términos independientes s g como ——, se tiene

gue la ecuacion de segundo grado queda expresada como:
( _F7)2 169__0
*T8) Tea T

gue es una diferencia de cuadrados y que al factorizarla deja a la ecuacién expresada como:

( +7 13)( +7+13)_0
T 8)\¥ T8 8) T

La ecuacion queda expresada como la multiplicacién de dos factores cuyo producto es cero,
proposicién que nos lleva a afirmar que solo se cumple si cualquiera o los dos factores son iguales

con cero, generando las ecuaciones:

7_13_ . L7 B
T8 8 *TeT 8 T
3_0 L2
X = X 2—
3 5
x=7 x=-3




Por lo que se tiene que % y —= son las raices de la ecuacidon
8x2 + 14x — 15 = 0.
Ejercicio 3
1) Al resolver la ecuacion x? — 10x + 9 = 0 completando el trinomio cuadrado perfecto,
el paso correcto al completarlo es:
A) x2—10x+9-9=0
B) x2—10x+25-25=0
C) x2—10x+20—-20+9=0
D) x2 —10x +25—254+9 =0
2) Al resolver la ecuacion x2 + 3x — 10 = 0 completando el trinomio cuadrado perfecto,
el paso correcto al completarlo es:
A) x> +3x+9+9-10=0
B) x2+3x+9—-9-10=0
C) x2+3x+--2-10=0

D) x? +3x +-+--10=10

Resuelve las siguientes ecuaciones, completando el trinomio cuadrado perfecto:

3) x2+2x—15=0
4) x?—4x+1=0
5 x2—x—-12=0
6) 3x2—2x—1=0

Solucion utilizando la formula general

Como sabes, existe una féormula general para resolver ecuaciones de segundo grado, sin
embargo, debes saber que esta férmula proviene de completar el trinomio cuadrado perfectoy
factorizar la ecuacion general ax? + bx + ¢ = 0, proceso que puedes consultar en algin texto
de algebra o consultar con algun profesor e incluso hacerlo siguiendo los pasos descritos en el

ejemplo anterior.

Asi, para la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0, se tiene:



3 —b +Vb? — 4ac
B 2a

X

Donde facilmente puedes observar que: a es el coeficiente del término cuadratico, b es el

coeficiente de término lineal y c es el término independiente.
Ejemplo 13. Si tienes la ecuacion cuadratica del ejemplo 6
x2=3x+2=0

si la resuelves aplicando la férmula general, primero se necesita identificar los parametros a, by ¢

de la ecuacion igualada con cero, que son en este caso:

enseguida sustituyes en la formula general los valores identificados, quedando:

_—(-3) /(=32 -4(DQ)
x= 2(D)

3+V9-8 341 341
B 2 S22

Por lo que se tiene que 1y 2 son las raices de la ecuacién x2 — 3x + 2 = 0, valores que coinciden

con los valores obtenidos en el ejemplo 6, resuelto por factorizacién.
Observa ademas el valor del discriminante:
D=(-3?-412)=1
El cual fue positivo y que las soluciones de la ecuacion fueron ndmeros reales distintos.
Ejemplo 14. Si tienes la ecuacion cuadratica del ejemplo 7:

25x2—-16=0



si la resuelves aplicando la fdrmula general, identificas los parametros a,b y ¢ de la ecuacion

igualada con cero, que son en este caso:

a=25
b=0
c=-16

sustituyes en la fdrmula general los valores identificados, quedando:

_ —0+,/0% —4(25)(~16)

x= 2(25)
_0+V0+1600 +V1600 +40
TS50 T 50 50
_ 40 4 40
505 S50 s

. 4 4 , L, .
Por lo que se tiene que Sy —gson las raices de la ecuacién 25x% — 16 = 0, valores que coinciden

con los valores obtenidos en el ejemplo 7, resuelto por factorizacion.
Observa ademas el valor del discriminante:
D = 0% —4(25)(16) = 1600
El cual fue positivo y que las soluciones de la ecuacion fueron nimeros reales distintos.
Ejemplo 15. Si tienes la ecuacion cuadratica del ejemplo 9:
10x2 +4x =0

si la resuelves aplicando la férmula general, identificas los parametros a,b y ¢ de la ecuacién

igualada con cero, que son en este caso:

a=10
b=4
c=0

sustituyes en la fdrmula general los valores identificados, quedando:



_ —4+ /42— 4(10)(0)

x= 2(10)
_ —4+V16-0 —4+Vi6 -4+4
= 20 ~7T 20 20
_ohrd —4-4 8 2
YT T =TT T 200 5

. 2 , ., o
Por lo que se tieneque 0 y — g son las raices de la ecuacién 10x? + 4x = 0, valores que coinciden

con los valores obtenidos en el ejemplo 9, resuelto por factorizacién.
Observa ademas el valor del discriminante:
D = 4% —4(10)(0) = 16
El cual fue positivo y que las soluciones de la ecuacion fueron ndmeros reales distintos.
Ejemplo 16. Si tienes la ecuacion cuadratica:
x2—4x—7=0

si la resuelves aplicando la férmula general, identificas los parametros a,b y ¢ de la ecuacion

igualada con cero, que son en este caso:

a=1
b=-4
c=-7

sustituyes en la fdrmula general los valores identificados, quedando:

I S (G S GO [G)

2(1)
_4+V16+28 4++44
= 2 -T2
4+ 3% 4 — 4z
o BV T M el PN

2 2




Como te daras cuenta, nos encontramos con la raiz cuadrada no exacta, la cual no tendrd necesidad

de extraer ya que al ser un niumero irracional no tendrds un resultado correcto si la aproximas por

lo que se tiene que 2 + 11y 2 — /11 son las raices de la ecuacién x2 — 4x — 7 = 0.
Observa ademas el valor del discriminante:
D= (—4)??-4(1)(-7) =44

El cual fue positivo y que las soluciones de la ecuacidn fueron nimeros reales distintos a pesar de

gue su valor no tiene raiz cuadrada exacta.
Ejemplo 17. Si tienes la ecuacion cuadratica:
x2—-2x+2=0

si la resuelves aplicando la formula general, identificas los parametros a,b y ¢ de la ecuacion

igualada con cero, que son en este caso:

a=1
b=-2
c=2

sustituyes en la formula general los valores identificados, quedando:

D22 - 4@

2(1)
2+V4-8 2++-4
X = =
2 2

como te dards cuenta, nos encontramos con la raiz cuadrada de un nimero negativo la cual no es

un numero real sino un nimero imaginario, teniendo entonces:

_24E—8 244
YT T T
242
Y=
24 2i 2 -2
X = =141 X = =1-i




por lo que se tiene que las raices de la ecuacidén no son reales sino complejas, es decir, 1 +iy 1 —i

son las raices de la ecuacién x? — 2x + 2 = 0.
Observa ademas el valor del discriminante:
D=(-2?2?-41)2)=-4
El cual fue negativo y que las soluciones de la ecuacién fueron nimeros complejos distintos.
Ejercicio 4
1) Al resolver la ecuacion general ax? + bx +c¢ =0, si b> —4ac >0 en la formula
general.
A) Las raices son reales y repetidas.
B) Las raices son complejas.
C) Las raices son reales y diferentes.
2) Al resolver la ecuacion general ax? + bx + ¢ =0, si b?> —4ac =0 en la formula
general.
A) Las raices son reales y repetidas.
B) Las raices son complejas.
C) Las raices son reales y diferentes.
3) Al resolver la ecuacion general ax? + bx +c =0, si b2 —4ac <0 en la formula
general.
A) Las raices son reales y repetidas.
B) Las raices son complejas.

C) Las raices son reales y diferentes.
Resuelve utilizando la férmula general, las ecuaciones:

4) x2+3x—10=0
5) x2+6x+6=0
6) 2x2—7x—15=0
7) 3x2+6x—-5=0
8) x?4+4x+5=0

Problemas que dan lugar a ecuaciones cuadraticas

A partir del siguiente problema, trata de identificar las relaciones que existen entre los datos que se



te proporcionan y los resultados que debes obtener.

Ejemplo 18. Se construye una calle que cruza en diagonal sobre un terreno rectangular, de tal

manera que éste queda dividido en dos partes iguales en forma de triangulo.

Si la longitud de la calle es de 500 m., écuales son las longitudes del ancho y largo del terreno, si

ambas suman 700m?

Iniciamos la solucidn usando una figura que simula al problema y donde podras observar que la calle
divide al terreno en dos tridngulos rectangulos congruentes donde x simboliza el anchoy 700- x al

largo.

500

700 — x

Aplicando el Teorema de Pitagoras tenemos:
x?+ (700 — x)? = 50072
x2 4+ 490000 — 1400x + x? = 250000
x2 + 490000 — 1400x + x2 — 250000 = 0
2x% — 1400x + 240000 = 0
Simplificando:
x%2 —700x + 120000 = 0

Este modelo corresponde a una ecuacién de segundo grado, el cual se puede resolver mediante
factorizacién, para lo cual buscamos dos nimeros que multiplicados den 120000 y sumados — 700,

quedando:
(x —300)(x —400)=0

Relacién que se cumple con:



x—300=0=x =300

Y con:

x—400=0=x =400

Por lo tanto, las medidas de los lados del terreno son: 300 y 400 metros.

Ejemplo 19. Raul Marquez quiere instalar un teldn rectangular en un teatro. Si sabe que necesita

252 m? de tela y que la altura del escenario es 10 metros menos que el doble de su ancho ¢Cudles

son las medidas de la tela que necesita?

Incognitas y datos Ecuacion
Ancho: x (2x —10)x = 252
Altura: 2x — 10 2x% — 10x = 252

2x% —10x — 252 =0

Resuelve la ecuacién para lo cual te recomendamos que dividas a la ecuacion entre 2, que es el

coeficiente del término cuadratico x2. Después de hacerlo la ecuacién queda:

x?>—=5x—126=0

Resuélvela y da solucién al problema.

Ejemplo 20. El cuadrado LMNO tiene lados de longitud 2x + 1
y los dos cuadrados mas pequeiios tienen lados de medida 3 y 6

unidades respectivamente. ¢ Cudl es el valor de x si sabes que el

area de la region sombreada es 76 unidades cuadradas?

Considera que el area total del cuadrado es:

=

N (o)

Figura 1. Cuadrado LMNO

Rx+1)?2=2x+1D)2x+1) =4x%>+4x + 1

2x+1




Ahora considera que el drea del cuadrado pequefio es 3% = 9, mientras que el drea del cuadrado
. 2 — s . . ’ . s s
mediano es 6 = 36. Por ultimo, considera que, segun los datos, si al drea total se le restan las dreas

de los cuadrados de lados 3 y 6 se obtiene 76 u?, con lo cual podremos escribir la siguiente ecuacion:
4x24+4x+1-9-36=176
Que es una ecuacién de segundo grado. Al igualarla a cero se obtiene:
4x? 4+ 4x — 120 =0
Al resolver esta ecuacién obtendras como posibles soluciones:
X, = —6
x, =5
Como el valor negativo conllevaria a que el cuadrado tuviera lados negativos, podemos concluir que
la solucién es x = 5.

Ejercicio 5. Resuelve los siguientes problemas cuyo modelo es una ecuacién cuadratica.

1) ¢Cudles son los dos nimeros enteros cuya suma es 23 y la suma de sus cuadrados
es 277?

2) Si el area de un terrero de forma rectangular es de 105 m? ;Cual es su perimetro si su
largo excede 1 m al doble de su ancho?

3) Unauditorio tiene 600 asientos. EI nmero de asientos de cada fila es menor en 10
unidades que el doble del nimero de filas ;Cudl es el nimero de asientos en cada
fila?

4) ¢Cudles son los factores negativos de 189 tales que su diferencia es 12?

5) El perimetro de un terreno rectangular es de 34 my su area de 60 m2. ;Cuales son

sus dimensiones?

1. Losenteros A, By Cson enteros consecutivos ordenados de menor a mayor, A es menory Ces

el mayor. ¢Cudles de los siguientes valores podria tomar A si sabes que A2 = C?



A) Sélo | B) Sélo Il C)Sélo Iyl
D) Sélo 1y Il E)I, 1y Il

2. El perimetro de un rectangulo es 6p. Si uno de los lados es de longitud g écudl es el area del

rectangulo?

2
q °P°
2

3. La suma de dos nimeros es 11 y su producto 30. Elige el modelo que representa al

problema.
A) x(30—x)=11 B) x(11+x) =30 C) x(30+x)=11
D) x(11-x) =30 E) (x—30)(11-x)=30

4. Siunade las raices de la ecuacion cuadratica 2x2 + bx — 18 = 0 es - 6, ¢cual es el valor

numeérico de b?
A)b=3 B)b=6 C)b=-3 D)b=9

5. La suma de dos numeros es 10 y la suma de sus cuadrados es 58. Halla la ecuacion

cuadratica que representa esta situacion.
A)x?>+ (10 —x)?> =58
B)x?+ (10 +x)? =58
C)x?>+ 10+ x2 =758
D)x?+ 10 —x? =58

, .. . " 3
6. Calcula las raices de la siguiente ecuacion cuadratica gxz +2=5

N2 B)v8, —V8 =22 D)Vid, —V14

3

7. Al factorizar la ecuacién cuadratica x? — 13x — 48 = 0, se obtiene:

A)(x+3)(x+16)=0 B)(x—3)(x—16) =0



O(x+3)(x—16)=0 D)(x —3)(x+16)=0

8. Paravallar una finca rectangular de 750 m? se han utilizado 110 m de cerca. ¢Cuéles son
las dimensiones de la finca?

Y

A)x =10,y =75 B)x =15,y =50 C)x = 30,y = 25

D)x = 25,y = 30

9. ¢Cuadles son las raices de la ecuacién 4x>*—-25=07?

X X
N
Tl
|
(@]

) - . . . 1
10. ¢Cual de las siguientes ecuaciones tiene como raices 5 'y —=7?

A) 3x*-14x-5=0 B)3x*+14x+5=0 C) 3x*-14x+5=0

D) 3x?+14x—-5=0 E) 3x? —15x—5=0



