Capitulo 12. Funciones Crecientes y Decrecientes

CAPITULO 12 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

FUNCION CRECIENTE

Diremos que una funcion es creciente cuando a medida que crece el valor de la variable independiente
crece el valor de la funcion.

La funcion es creciente si para todo x;<x; se tiene :
f(x1) < f(x2)

Siempre trabajaremos con funciones derivables, por lo que para analizar en donde una funcién es
creciente estudiaremos su derivada f”.

Cuando una funcidn es creciente todas las
rectas tangentes forman angulos agudos y
sus pendientes m son positivas, es decir
m=f">0

FUNCION DECRECIENTE

Diremos que una funcién es decreciente cuando a medida que el valor de la variable independiente
aumenta el valor de la funcién disminuye.

La funcion es decreciente si para todo x;<x; se tiene:
f(x1)>f(x2)
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Capitulo 12. Funciones Crecientes y Decrecientes

En términos de derivada; Diremos que una funcion f es decreciente cuando su derivada es negativa , es
decir una funcion es decreciente cuando f”<0.

ettt £ <0

' ' ' '
| T S
|

! Cuando una funcidon es decreciente todas las
rectas tangentes forman angulos obtusos y sus
pendientes m son negativas, es decir m=f"<0.

f =0

Ejemplo: Hallar los intervalos en donde la funcién f(x)=x"- 5x* es creciente y en donde es
decreciente.

Solucién: Hallemos f*:  f’(x)= 5x* -20x°
Igualemos a cero la derivada: f*(x)= 5x* -20x> =0
Resolvamos esta ecuacion: 5x° (x-4) =0

1 +—@—+—t +—@—t—+—
—60-50-40-30-20-1000 10 20 30 40 50 60 70 &)

Asi tenemos: 5x°=0, x-4=0, de donde x=0, x=4
Para saber en que intervalos la derivada es positiva 0 negativa, es decir la funcién creciente o
decreciente tomemos valores de prueba.

INTERVALO | K | f'(K) Signo de f* | Comportamiento de f
(-00,0) |-1[f'(-1)=25 + CRECIENTE
(0,4 3 [f'(3)=-135 - DECRECIENTE
(4,4700) |5 |[f'(5)=625 + CRECIENTE

Veamos esto en la siguiente grafica.
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5
v - )= - 5)(4

P60 —5.0 —4.0—3.0 —2.0—F0 p4

Ejercicio
Hallar los intervalos en donde las siguientes funciones son crecientes y en los que son decrecientes.
— V2
a) f(x)=x°-5x+6 o an e
TE FAMOG0

CHUCHD = SCOUT,
COCMNANDD EMN
U HORMNG DE

R XN .- -

b) f(x)= x>+x* -5x

Prof. Eduardo Becerril Espinosa



Capitulo 12. Funciones Crecientes y Decrecientes

c) f(x)= x*+x* —2x+1
Sol. Creciente(-00,-1.2) ,((0.5,+00) Decreciente (-1.2,0.5)
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CAPITULO13 CRITERIO DE LA PRIMER DERIVADA PARA
MAXIMOS Y MINIMOS

Ejemplo: Supongamos que tenemos una tela de alambre de 200m de longitud y queremos enrejar un terreno
rectangular y que utilizaremos la pared de la casa. Obtenga la formula que determine el area enrejada, grafiquela
e indique que medidas hacen que se tenga el mayor terreno enrejado.

Ejemplo: La suma de dos nimeros es 60, Obtenga estos nimeros si el producto debe ser maximo.
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Ejemplo: Supongamos que tenemos una tela de alambre de 160m de longitud y queremos enrejar un terreno
rectangular y que utilizaremos el borde de un rio. Obtenga la formula que determine el area enrejada, grafiquela e
indique que medidas hacen que se tenga el mayor terreno enrejado.
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MI:\XIMOS LOCALY MINIMOS LOCAL

MAXIMOS LOCAL: Un maximo local de una funcion es el valor mayor que puede alcanzar la funcion en cierta
region, podemos decir que f(c) es un maximo local si existe un intervalo abierto que contiene a c de tal forma que
f(c )>f(x) para todo x en el intervalo.

—
. FLC2)= F(<)
flcl) es un
-+ maximo local en
el intervalo
T Gelrc2) flc2) es un
-+ maximo local
en el intervalo
T 3t
FCcL)=F () < o 3
L/IR L ) 5
=1 <l =2 =32 >-<4\

MINIMOS LOCAL: Un minimo local de una funcion es el menor valor que puede tomar una funcion en cierta
regiéon , podemos decir que f(c) es un minimo local si existe un intervalo abierto de tal forma que f( c)<f(x) para
todo x en el intervalo.

__/\ =5 3 =G
t t + .,‘ bl

F{c2D es un minimo
4 local en el intervalo
(=<5, =G

Nuestro objetivo es determinar maximos y minimos locales y desde ahora los llamaremos simplemente maximos y
minimos.

Observemos la siguiente gréfica.

1.- Si la funcion es creciente y luego decreciente se alcanza un maximo.

2.- Si la funcion es decreciente y luego creciente se alcanza un minimo.

3.- En los puntos maximos y minimos las rectas tangentes son horizontales.

f'=0

Definicion: Los puntos en donde la derivada es cero o se hace infinita, se llaman puntos criticos, las abscisas
correspondientes se llaman nimeros criticos y la ordenada del punto critico valor critico.

Con los elementos que estamos desarrollando tenemos el criterio de la primer derivada para hallar valores
maximos y minimos.

CRITERIO DE LA PRIMER DERIVADA PARA HALLAR LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO
1.-Busquemos los nimeros criticos

2.- Hallar los intervalos en donde la funcion es creciente y en donde es decreciente

Si la funcion es creciente y luego decreciente, entonces se alcanza un maximo.
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Si la funcion es decreciente y luego creciente, entonces se alcanza un minimo.

Ejemplo: Hallar los valores méaximos y minimos de la funcién f(x)=x>-5x".
Solucién: Hallemos los nimeros criticos. Para esto resolvamos la ecuacién f*(x)=0
f(x)= 5x*20x° =0
podemos factorizar: x> (5x-20)=0 , asi tenemos las soluciones: x*> =0, 5x-20=0
Los numeros criticos son: x=0, x=20/5=4

La figura muestra los intervalos a estudiar: -0 2-1012345678 +00
Hallemos los intervalos donde la funcion es creciente y en donde es decreciente:

Intervalo valor de prueba derivada signo de la derivada funcion M comportamiento de M
(-00, 0) -1 gi =5(-1)" - 20(-1} = 25 + creciente
X
(0, 4) 2 ;Lf =5(2)" - 20(2) =-80 - decreciente
X
(4, 00) 5 ;Lf =5(5)" - 20(5) =625 + creciente
X

Asi en x=0 se tiene un valor maximo, este es: f(0)=(0)-5(0)*=0
Asi en x=4 se tiene un valor minimo, este es: f(4)=(4)"-5(4)"=-256

Representemos esta informacion es la grafica:

Ejemplo: Hallar los valores maximos y minimos de la funcién f(x)=x*/4 - 9x%/2
Solucién: Hallemos los nimeros criticos. Para esto resolvamos la ecuacion f*(x)=0
f'(x)= 4x3/4-9(2x )/2
f'(x)= x>-9x =0

Podemos factorizar: x (x*-9)=x(x-3)(x+3), asi tenemos las soluciones: x =0, x=3,x=-3
Los nimeros criticos son: x=0, x=3,x=-3

< | I >
La figura muestra los intervalos a estudiar: -0 4321012345678 +00

Hallemos los intervalos donde la funcidn es creciente y en donde es decreciente:

Intervalo valor de prueba derivada signo de la derivada funcion M comportamiento de M 3_3 [
2.0
(-00,-3) -4 A g - decreciente s S D
dX -8—-T S5 —-5S—H—-32-T_1. AZARA A4S S LT LS8 (S 100
(-3,0) -1 ﬁ(_l) -8 + creciente -t
dX Kej
O
(©,3) 1 df - decreci 2
/ —(2)=-8 ecreciente o
OO
dx 1.0
df . e
(3, 00) 4 —(4)=28 + creciente 14.0
dx 1.0
17.0
18.0
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Asi en x=-3 se tiene un valor minimo, este es: f(-3)=-20.2
Asi en x=0 se tiene un valor maximo, este es: f(0)=0
Asi en x=3 se tiene un valor minimo, este es: f(3)=-20.2
Ejemplo: Hallar los valores méximos y minimos de la funcién f(x)=x%3(8-x)
Solucion: Hallemos los nimeros criticos.
Hallemos f'(x): ' (x)= x¥3(8-x ) +(8-x)(x**)"
= x3(-1)+(8-x)(2x ~3/3)
an , 16-2X _ -3x¥° +16-2x _ 16-5x

3X1/3 - 3X1/3 - 3X1/3

Entonces x=0 es un nimero critico.

Tomando f’(x)=0, tenemos que 16-5X=0, entonces x=16/5 es otro nimero critico.
Hallemos los intervalos donde la funcion es creciente y en donde es decreciente:

Intervalo valor de prueba derivada signo de la derivada funcion M comportamiento de M
(-00, 0) -1 37'; (-)=-7 - decreciente y ,+
(0, 16/5) 1 ‘;i(l) -36 + creciente
X
(16/5,00) 4 ST]; () =—26 - decreciente

Asi en x=0 se tiene un valor minimo,
este es: f(0)=0

Asi en x=16/5 se tiene un valor
maximo, este es: f(16/54)=10.42
Representemos esta informacién en la
gréfica

-20 -10 10 20 30 40 350 60 70 8 90 100 110 120 X
104

Ejercicio

Utilizando el criterio de la primera derivada
1.- Hallar los valores méaximos y minimos de la funcién y=-2x> +4x+5

2.- Hallar los valores maximos y minimos de la funcién y= 2x3+3 x* -12x
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3.- Hallar los valores méaximos y minimos de la funcién y= x* - 7x*

X3

4.- Hallar los valores maximos y minimos de la funcién Yy = 3X

. . . 1 1
5.-Hallar los valores maximos y minimos de la funcion y = 3 - EXZ —6x+8
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6.- Hallar los valores maximos y minimos de la funcién f(x)= x*+8x+10

7.- Hallar los valores maximos y minimos de la funcién y=(x-1) 3/x?
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APTLICATIONES DE MAXTMOS Y MINTMOS

Ejemplol LOS NUMEROS: Un nimero, excede a su cuadrado en una cantidad méxima. Obtenga dicho
ndmero.
Solucion: Tomemos x el nimero que buscamos.
Entonces x* es su cuadrado
Asi debemos analizar: M=x-x?
Apliqguemos el criterio de la primera derivada: M =1-2x
dx
Busquemos los valores criticos, igualando a cero tenemos: 1-2x=0, asi el valor critico es x=1>
Veamos que en este valor x='2, M tiene un maximo.

Intervalo valor de prueba derivada signo de la derivada funcion M
comportamiento de M
(-00, %2) 0 M =1-2(00)=1 + creciente
dx
(2, 00) 1 M =1-2(1)=-1 - decreciente
dx

Asi en x=12 se tiene un valor maximo, tenemos x*= ¥4 vy asi: M=x-x* = V2- Va="s

Ejercicio

1.-Hallar dos nimeros X, y cuya suma sea 80 y cuyo producto sea el maximo posible.

2.- Hallar dos nimeros X, y cuya suma sea 30 y ademas el producto xy? sea maximo.
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APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIIMOS

Ejemplo 2. De una pieza de cartén se va a formar una caja sin tapa, cortando un cuadrado en cada una de las
esquinas y doblando los bordes. Si el cartdon mide 40 cm, por lado, encuentre las dimensiones de la caja que daran
lugar al volumen maximo. ¢Qué valor tiene dicho volumen?

X Calculemos el volumen:
V=largo*ancho*altura
V= (40-2x)(40-2x)x
V= (40-2x)*
Desarrollando:

V= (1600-160x+4x2)x
X Asi tenemos:
V=1600x-160x>+4x>

i X Para obtener las dimensiones de la caja de
maximo volumen, apliquemos el criterio de la
primer derivada:
V" =1600-320x+12x
40-2x Tomemos V' =0
40-2x V' =1600-320x+12x* =0

> - .
¢ Resolvamos esta ecuacion utilizando la formula

—b++/b? -4ac

2a

Asi: ,_ —(-320)+ J(-320)° - 4(1600)(12) _ 320+ /25600 _ 320+160

2(12) 24 24
asi tenemos los numeros criticos: : yq _ 3201160 _,, ., _320-160_20 .o
24 24

Formemos los intervalos de prueba para buscar el maximo y el minimo
25 20 -15-10 -5 0 5 6.66 10 15 20 25

Los infervalos son (-00, 6.66), (6.66,20), (20, +00)
Analicemos estos intervalos:

INTERVALOS | VALOR k | V' (K) SIGNO DE V' | COMPORTAMIENTO DE V

(-+, 6.66) 0 V’(0)=1600 | + Creciente

(6.66,20) 7 V'(7)=-52 |- Decreciente

(20, ++) 21 V'(21)=172 | + Creciente

Por lo tanto en x=6.66 tenemos un maximo. Las dimensiones de la caja son:
Largo = 40-2x=40-2(6.66)=26.66cm
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Ancho = 40-2x=40-2(6.66)=26.66cm

Altura = x = 6.66cm

Volumen = 3013.69cm?

¢Qué sucede si se recortan cuadritos de 20cm en cada esquina?

Ejemplo 3. Un rectangulo tiene 120 m. De perimetro. ¢Qué largo y qué ancho dan el area maxima?
Solucidn: Representemos la situacion con un dibujo

Y El Area del rectangulo es  A=xy... (A)
Es una funcién de dos variables
Calculemos el perimetro:

120=2x+2y ...(B)

Despejemos y:

X y= 120 —2x
2

osea: y=60-x ..(C)

Sustituyamos y=60-x en la ecuacion ( A), tenemos: A=xy=x( 60- x)=60x- x> , Es decir A=60x- x*
Para obtener las dimensiones del rectangulo de maxima area , apliquemos el criterio de la primer derivada:
A’ =60 -2x
. . 60 . , .
A’ =60 -2x=0, despejandoax: X = > = 30,asi el tnico numero critico es x=30

Formemos los intervalos de prueba para buscar el maximo o el minimo

o 10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 00
Los intervalos son (-00, 30), (30, +00)
Comprobemos que en x=30 hay un maximo
INTERVALOS | VALOR k | V' (K) SIGNO DE V' | COMPORTAMIENTO DE V
(-+, 30) 0 A’(0)=60 |+ Creciente
(30, +¢) 31 A'(31)=-2| - Decreciente

Por lo tanto en x=30 hay un maximo. Calculemos vy, utilicemos la ecuacién (C) :y=60-x=60-30=30. Con estas
condiciones tenemos que el area del rectangulo sera maxima cuando los lados sean iguales, o sea que es un
cuadrado. En este caso el Area sera: A= (30)(30)=900m?>.

Ejemplo 4. Dos vértices de un rectangulo estan sobre el eje x. Los otros dos estan sobre las rectas cuyas
ecuaciones son y=2x, 3x+y=30. ¢Para que valores de ' y ” sera maxima el area del rectangulo?
Solucion: La grafica muestra la situacion.

y El Area del rectangulo es A=(x2-x1)y... (A)

Utilizando y=2x , tenemos x1=y/2 ...(B)
Utilizando y=30-3x, tenemos: y1=(30-y)/3 ...(C)

- Sustituyendo (B )y (C)en (A ), tenemos:
I YIS 30—y vy 30 y vy 0 5
i A= — 2 Ly =2 _Zly=110-=
i ( 3 ij [3 3 ij ( eyjy
i Es decir:
I 5
/ A=10y->y°
N AN BN I y 6)’

en y=6 hay un maximo pues:
Para obtener las dimensiones del
rectangulo de area maxima,
apliquemos el criterio de la primer
P derivada:

, 5 5
A’ =10- 2 (2y)=10->
6( y) 3y
Tomemos A =0
V' =10-2y =0
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INTERVALOS | VALOR | A"(k) SIGNO DE | COMPORTAMIENTO
K A DE A

(-, 6) 0 A(0)=10 |+ Creciente

(6, ++) 7 A’(71)=-5/6 | - Decreciente

5

Calculemos el drea sustituyamos y=6 en: A =10y — 6 yZ.

Tenemos: A=10(6) — %(6)2 = 60-30 =30, Asi A=30u°

Ejemplo 5 EL POSTER. Una pagina impresa va a tener dos margenes de 2 pulgadas en los lados y de 1
pulgada en la parte superior e inferior. El area impresa es de 32 pulgadas cuadradas. Determine las dimensiones
de la pagina de manera que utilice la menor cantidad de papel.

Solucion:

Consideremos el Area de impresion:
Tomemos: Area impresa A=L*h=32.... (1)
Donde: L=largo ,h=ancho

De (1) despejamos L:

32

L="1%

h

Asi: At :32+%+2h+8

Por otro lado la pagina tiene una area total: At= (L+2)(h+4)...(2)
Sustituimos L en (2 ), tenemos: At = (L +2)(h+4) = (?;TZ +2)(h+4)

 —128+2h?

At -

Busquemos los nimeros criticos:

Hallemos la derivada: At = — QJF 2
2
Haciendo operaciones: At = _12?]71%

Despejando h: h = % =./64 = +8

Por lo que los nimeros criticos son: 0,-8,8

Asi los nimeros criticos son: h=0 y también cuando A"t=0, es decir:

=0, Resolviendo tenemos -128+2h?=0

Consideremos sélo h=8, pues 0 y —8 no tienen sentido. Apliquemos el criterio de la primera derivada:

Intervalo | NUmero de prueba A't Signode A't At
Kk
(0,8) 1 —128+2(1)? - Decreciente
it A T
?
(8, + ) 9 ~128+2(9)* _34 + Creciente
9)° 81
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Entonces en h=8 hay un minimo para At, calculemos L: | = 92_32_ 4.

L 8

Asi las dimensiones del la pagina son: Largo=L+2= 4+2=6, ancho=h+4=8+4=12

PROYECTO

1.-De una pieza de cartén se va a formar una caja sin tapa, cortando un cuadrado en cada una de las esquinas
y doblando los bordes. Si el carton mide 30 cm, por lado, encuentre las dimensiones de la caja que daran lugar
al volumen maximo. ¢ Qué valor tiene dicho volumen?

2.Se desea construir una caja cerrada a partir de una pieza de cartéon de 5cm
por 8cm., la caja se formara cortando cuadrados del mismo tamafio y luego se
doblan los bordes, como se muestra en la figura. Determinar las dimensiones de
la caja que tendra el maximo volumen. s

resp 1cm,3cm,3cm.
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3.- Una lata de estafio con volumen de 167rpu|gadas3 , va a tener la forma de un cilindro circular recto,
determinar la altura y el radio de dicha lata si se va a utilizar la minima cantidad de material en su manufactura.

4.-Se van a utilizar 100 metros de tela de alambre para construir 6 jaulas de un zoolégico como se muestra en
la figura. Calcular las dimensiones para que el area que abarcan las jaulas sea méaxima.
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5.- Un granjero tiene 150m. de material para cercar un campo con forma rectangular y quiere usar un granero
como parte de uno de los lados del terreno. Si el granero mide 10m de largo. Determine las medidas x, y que
den el area méxima. Sol. x=35m.

=

X

6.-Encuentre las dimensiones de la regién sombreada, de forma que su &rea sea maxima.
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2x+3y=6

-w -

10 X 20

Rectangulo

4.0
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CAPITULO 14 CONCAVIDAD

Supongamos que tenemos la siguiente informacion, referente a una curva derivable:

¢Cémo la graficariamos?

Intervalo | Signo de f’ F
(-00,3) + Creciente
(3,8) - Decreciente

(8, +o ) + Creciente

Podriamos tener dos soluciones, como se muestra en la figura:

AN

3 8 x /3
/|

Y Y

¢Cudl de las dos opciones es la correcta?
Para contestar esto veamos lo que entenderemos por concavidad.

Una grafica como esta es concava hacia arriba Una grafica como esta es concava
hacia abajo

N 2

Tracemos las rectas tangentes a estas curvas.iQué relacion hay entre las graficas y las rectas
tangentes?

La gréfica queda por arriba de

las rectas tangents La gréafica queda por debajo de
las rectas tangentes
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Veamos las siguientes definiciones

CONCAVIDAD HACIA ARRIBA: La grafica de una funcion se dice que es concava hacia arriba
alrededor de un punto, si la grafica queda por arriba de las rectas tangentes, alrededor de dicho punto.

CONCAVIDAD HACIA ABAJO: La grafica de una funcion se dice que es concava hacia abajo alrededor
de un punto, si la grafica queda por abajo de las rectas tangentes, alrededor de dicho punto. En este
caso también se puede decir que la curva es convexa.

Veamos la siguiente grafica, en donde se analizan estos conceptos.

R

U
Q
0,
s]
1|
Q
S

IS0 O3 O 2 O ¥

Concava
hacia abajo
al rededor
del puntc P

T Cambio de
—concavidad , el
T-punto M se
+llama punto de
Linflexion.

Concava hacia arriba
al rededor del punto Q

Q

¢Coémo podemos utilizar la derivada para saber si una curva es cdncava hacia arriba o concava hacia
abajo?

Veamos:

¢Qué pasa con las pendientes de las rectas tangentes, en una curva concava hacia arriba?

Respuesta: las pendientes van
creciendo, son crecientes

7 7 7 X

¢COmo estan relacionadas la pendiente y la funcién?
Respuesta: Por la derivada m=f"

¢Cémo sabemos cuando una funcion es creciente?
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Respuesta: La funcion es creciente cuando la derivada es positiva

¢En este caso como lo aplicamos?

Respuesta: Como queremos saber en donde la pendiente es creciente tenemos que derivar m; pero

m=f", o sea que debemos ver en donde la la segunda es positiva f* " >0.

Ejercicio

¢Coémo podemos utilizar la derivada para saber si una curva es concava hacia abajo?

¢Qué pasa con las pendientes de las rectas tangentes, en una curva cdncava hacia abajo?

¢COmo estan relacionadas la pendiente y la funcién?
Respuesta:

¢Cémo sabemos cuando una funcion es creciente?
Respuesta:

¢En este caso como lo aplicamos?
Respuesta:

PRUEBA DE CONCAVIDAD

CONCAVA HACIA ARRIBA: Una funcidn es concava hacia arriba en un punto (c, f( c)) si la segunda
derivada es positiva en c; es decir f” "( ¢)>0.
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CONCAVA HACIA ABAJO: Una funcidon es céncava hacia abajo en un punto (c, f( c)) si la segunda
derivada es negativa c; es decir f* "( ¢)<0.

£ (c)<0

flaT

/ (c f(c))

' ' : ' ’x
/ c \

PUNTO DE INFLEXION: Diremos que un punto de inflexién, es en el cual hay un cambio de
concavidad. Para buscar un punto de inflexién de la funcién f(x), determinar los puntos en donde la
segunda derivada es igual a cero, es decir en donde f” “(c)=0.
Pero no siempre que la segunda derivada es igual a cero existe un punto de inflexidn, para verificarlo se
debe ver si existe un cambio de signo en la segunda derivada.

10.0

Son puntos de
inflexion

EJEMPLO: Hallar los intervalos en donde la funcidén y=-x*+2x> +12 es concava hacia arriba y en donde
es concava hacia abajo.

Solucidn: hallemos la segunda derivada

La primer derivada es: y " =-4x>+4x

Tenemos que la segunda derivada es: y* "=-12x* +4

Igualando a cero la segunda derivada: y~ “=-12x* +4=0, asi: x*=-4/-12

De esto tenemos: X = + /T = J_ri
V12 .3

Formemos la siguiente tabla:

Intervalo valor de prueba derivada signo de la derivada funcién M
comportamiento de M
1 .Y , i .
-00,-— -1 -1)=-8 - concava hacia abajo
( ﬁ) y "(-1) ]
(-i L ) O y (0)=4 + céncava hacia arriba
NEIE]
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1

(—, 00) 1 y "(1)=-8 - céncava hacia abajo
3
Asi en x—-i y en x= L hay puntos de inflexién
37 3
Ejercicio

1) Hallar los intervalos en donde la funcion y=x*-8x* es céncava hacia arriba y en donde es concava
hacia abajo.

2) Hallar los intervalos en donde la funcion y=6x>-5x> es concava hacia arriba y en donde es cdncava
hacia abajo.
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Capitulo 14. Concavidad

3) Hallar los intervalos en donde la funcién y=x*-6x+2 es cdncava hacia arriba y en donde es concava
hacia abajo.

ME ENCANTA
VER COMO 105 pEs-
MAS TRABAJAN
AT T
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Capitulo 15. Criterio de la Segunda Derivada Para Maximos y Minimos

CAPITULO 15 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA
PARA MAXIMOS Y MINIMOS

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS

Sea ¢ un numero critico de una funcion f en el cual f'(c)=0 y f" existe para todos los
valores de x en un intervalo abierto que contiene a c.

Entonces: si f* “(c) existe y se tiene que:

1) f""(c) >0, la funcidn f tiene un minimo en c.

2) f"’(c) <o, la funcidn f tiene un maximo en c.

Ejemplo 1. Hallar los maximos y minimos de la funcion, utilizando el criterio de la segunda
derivada: y=2x3-9x* +11

Solucién: *Obtengamosy": y =6x* -18x
Busquemos los nimeros criticos, para esto tomemos: y =0
asi: y'= 6x° -18x =0, factorizando : 6x(x-3 )=0
por lo que los nimeros criticos son: x=0, x=3
**Calculemos la segunda derivada y veamos su signo:
y "=12x-18
Sustituyendo x=0: y " "(0)= 12(0)-18 =-18 es negativa , asi hay un maximo en x=0
Sustituyendo x=3: y” "(3)= 12(3)-18 =18 es positiva, asi hay un minimo en x=3

Ejercicio

1. Calcular los maximos y minimos de la funcién, empleando el criterio de la segunda derivada

y=x>+3 x*-14
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Capitulo 15. Criterio de la Segunda Derivada Para Maximos y Minimos

Ejemplo 2. Hallar los maximos y minimos de la funcion, utilizando el criterio de la segunda
derivada: f(x)=10+2x*-x*

Solucién: (*) Obtengamos f': " (x)=4x-4x>

Busquemos los nimeros criticos, para esto tomemos: f”(x)=0

asi: f'(x)= 4x-4x> =0, factorizando : 4x(1-x*> )=0 ,aplicamos a* -b® =(a-b)(a+b)
tenemos: 4x(1-x ) (1+x )=0, por lo que los nimeros criticos son: x=0, x=1, x=-1
(**) Calculemos la segunda derivada y veamos su signo:

f" ' (x)=4-12x

Sustituyendo x=0: f "(0)=4-12(0)*> =4 es positiva , asi hay un minimo en x=0
Sustituyendo x=1: f* "(1)=4-12(1)* =-8 es negativa , asi hay un maximo en x=1
Sustituyendo x=-1: f" "(-1)=4-12(-1)* =-8 es negativa, asi hay un maximo en x=-1

Ejemplo 3. Hallar los maximos y minimos de la funcion, utilizando el criterio de la segunda
derivada: h(x) = x+/x+2

1
Solucién: (*) Obtengamos h”: h’(X)=x"/x+3 +X x+3 = mﬂ%(xw)‘i)

X _2(x+3)+x_ 3x+6

Asi: h'(x)=-/x+3+ = =
b=~ 2x+3  2J/x+3 2Jx+3

Busquemos los numeros criticos, para esto tomemos: h’(x)=0, también veamos donde h” no esta
definida:

Tomemos: 3x+6=0, asi: x=-6/3 — x=-2 y también x+3=0, —> x=-3
(**) Calculemos la segunda derivada y veamos su signo:

1 ) 6(x+3)—(3x+6)
29x+3° _ X+ 3

_ 2/x+3)(3x+6) ~(3x+6)(2/x+3) _ (2% +3)(3) - (3x+6)(2

) (2/x+3)? 4(x+3) 4(x+3)
6(x+3)—(3x+6) ] N
i Jx+3 _3x=3 @Sl poyo OX
R (5 T T U
1
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Capitulo 15. Criterio de la Segunda Derivada Para Maximos y Minimos

Sustituyendo x=-2: ..., ,,_ 3(2)+12 6 6 es positiva, asi hay un minimo en x=-2
W)= 4243327 41> 4

Ejercicio

1) Hallar los maximos y minimos de la funcién, utilizando el criterio de la segunda derivada:
f(x)=2x>-9x*-20

2) Investigar los maximos y minimos de la funcion: f(x)=x>-6x*+9x-6
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Capitulo 15. Criterio de la Segunda Derivada Para Maximos y Minimos

Ejemplo. El RIO: Un rio tiene un codo de 45°, como se muestra en la figura, un granjero desea
construir un corral bordeado por los dos lados del rio y por los otros dos lados utiliza una milla de
tela de alambre ABC. Hallar las dimensiones del corral de drea maxima.

450

Tenemos: A=AR+AT ...(A)
B Donde: AR=Area del rectangulo = yx

Cc
Solucion: AT=Area del tridngulo _ base*altura_ s>
2
1
450: Sustituyendo en (A): A= yx+Lx
x x 2
:
|
— ; Por oto lado: L+y+x=1milla, Sustituimos (*) x=L
Tenemos: x+y+x=1
De la figura tenemos: Asi: y=1-2x ...(*¥)
Tan 45° _ cateto opuesto _ L
catetoadyacente  x Sustituyendo en el area:
Tenemos: 1_L A= yx+ X =(1-2x) x+ X = x_ 3%
] x 2 2 2
Asi x=L ...(*)

Apliquemos el criterio de la segunda derivada: 94 _ 4 _a,, igualando a cero: 9A_;_ 3, _¢
dx dx

. rox , . 2
De donde tenemos el nimero critico: 1 , veamos que en este valor hay un méximo: 4°A _ _5
3 dx

Asi en ,_1 hay un méximo, tenemos x=1/3milla,L=1/3milla, y=1/3milla.

3
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PROYECTO

1) Una canaleta de seccidn transversal rectangular se fabrica doblando porciones iguales en
cada orilla de una pieza de hojalata de 30cm. De ancho.éCudles son las dimensiones de
la seccion transversal que hacen que el volumen sea maximo?

Prof. Eduardo Becerril Espinosa



Capitulo 15. Criterio de la Segunda Derivada Para Maximos y Minimos

2) Una ventana tiene forma rectangular coronada por un semicirculo. Halle las dimensiones
de la ventana que permita admitir el maximo de luz. Suponiendo que el perimetro debe ser
de 5m.
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Capitulo 15. Criterio de la Segunda Derivada Para Maximos y Minimos

3) Una caja con tapa debe hacerse de una hoja de cartén que mide 50cm por 80 cm. Esta
se hace cortando las regiones sombreadas segun la figura y después se doblan las lineas
punteadas. ¢Cuales son las dimensiones x, y, z que maximizan el volumen?

Ventana tiene forma rectangular coronada por un semicirculo. Halle las dimensiones

I

80
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4)Un recipiente metalico con extremos semicirculares debe tener una capacidad de 1287 pies
cubicos. Determinar su radio r y su longitud h si se quiere que el recipiente tenga la menor
cantidad de material en su construccion.

h

Fi
]
1

NS

/
/H
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Capitulo 16. Derivadas Trigonométricas

CAPITULO 16 DERIVADAS TRIGONOMETRICAS

Maguina de vapor

La Trigonometria es la ciencia que estudia las relaciones que ligan los lados y los angulos de un triangulo y aplica dichas
relaciones a obtener los elementos desconocidos de dicho triangulo.
En la antigliedad antes del afio 100 a. C. los griegos inventaron la trigonometria para resolver problemas de astronomia,
navegacion y geografia. La palabra Trigonometria viene del griego y significa “medida de tridngulo”.
Funciones Trigonométricas

Las diferentes razones entre los lados de un triangulo rectdngulo constituyen las funciones trigonométricas y se definen como
sigue:

P
A
[¢) M
MP —seno del angulo POM, puede escribirse como seno del &ngulo @ igual a cateto opuesto sobre hipotenusa seng= €0
op hip
oM _ coseno del angulo POM, puede escribirse como seno del dngulo ¢ igual a cateto adyacente sobre hipotenusa cosg= &
op hip
mp _ tangente del &ngulo POM, puede escribirse como tangente del 4ngulo ¢ igual a cateto opuesto sobre cateto adyacente tan 9 = 0
oM ca
oM _ cotangente del angulo POM, puede escribirse como cotangente del &ngulo ¢ igual a cateto adyacente sobre cateto opuesto cotg = &
MP co
op — secante del &ngulo POM, puede escribirse como secante del &ngulo ¢ igual a hipotenusa sobre cateto adyacente ~ secd = hip
oM ca
OP — cosecante del angulo POM, puede escribirse como cosecante del &ngulo @ igual a hipotenusa sobre cateto opuesto cosec @ :m
MP co

Ahora veamos algunas aplicaciones. Una torre de 135 pies de altura esta situada en la orilla de un lago. Desde la punta de la
torre, el 4ngulo de depresién de un objeto en la orilla opuesta del lago es de 36.3° ;Cual es la anchura del lago?
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Capitulo 16. Derivadas Trigonométricas

Apliquemos la tangente : tan36.3°= €0 =135 despejando x, tenemos
ca X
x=_ 135 =178.7pies
tan 36.6°

500 m

Ejercicio: Desde un globo estacionario de aire caliente, situado a 500 pies sobre el suelo, se tienen dos observaciones de un
lago. ;Cudl es la longitud del lago? Resp839.1pies

500pies

25° 65"

Ejercicio: Utilice la informacién de la figura para la altura de la montafia.

25 42

1Km

Ejercicio: Utilice la informacion de la figura y calcule la extension x de la isla.
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Capitulo 16. Derivadas Trigonométricas

RADIANES. El radian es el angulo que intercepta un arco igual al radio en longitud.

Angulo A= un Radian
Radio

Tenemos la siguiente formula que relaciona los radianes y los grados
AnguloAenradianes  AnguloA en grados
2z 360

Por ejemplo transformar 30° a radianes
Tenemos 30° = — 300(27zrad|anes) _ Zﬂ'radlanes= 7zrad|anes= L3
360° 12 6 6

Transforma: 12°, 18°,120° 90°, 330°, 710° a radianes
De ahora en adelante trabajaremos con radianes.

Derivadas de las funciones trigonométricas

La derivada de la funcion y=senx

Primer paso: valor final
Y, = F(X+ AXx) = sen(x + Ax)
Segundo paso: incremento de la funcién Ay =y, —vy, = f (x+ Ax) — f (X) = sen(x + Ax) — sen(x)

Apliquemos la identidad trigonométrica sena— seng = 2cos+ B sen A~ B
2 2

X+ AX+ X X+ AX — X
sen 5

Es decir sen(x + Ax) — senx= Zcoszx er AX sen% = Zco{x + AzxjsenAZX

Tenemos sen(x + Ax) — senx= 2¢os

AX AX

A Zco{x + jsen sen—
Tercer paso: cociente: y , tenemos : ay _ 2 2 = 2co{x + AX] 2
AX AX AX AX

) A A sen
Cuarto paso: Aplicar el limite | jm2Y = 2 Limcos(x n Xj Lim__ 2
2

M0 AX AX—0 Ax—0  AX

Como y=cosx es una funcién continua tenemos Limco{x T AX) = co{Lim(x " AXD —COSX
2 2

Ax—0 Ax—0
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Capitulo 16. Derivadas Trigonométricas

en— ... AX .

Para hallar [jm 2 hacemos la sustitucion > = Z, entonces AX =2z ,ytenemos, Z —>0 siAX -0
Ax—>0  AX

g

Lim— 2 —imSen2_Ly,senz_1,_1

sen 1 E
A0 AX -0 27 2 1250 7 2 2

dsenx . A 1
Asi tenemos la derivada: = Lim Y 2COSX— = COSX
dx Ax=0 AX 2
En general tenemos:
dsenu du
=COosU —
dx dx
La derivada de la funcion y=cosx
Para esto podemos tomar cosx=sen( %—x)
X n(z/2—-x 2—X
nsi 4COSX _dSen(m/2=X) _ oo yo 3081270 oo 2 %) (<1) = —senx

dx dx
Pues tenemos:
d(;r/dZ—x) =-1, cos(z/2—Xx) = senx
X

. dcosx

dx
En general tenemos:
dcosu du
=-senu

dx dx

Asi = —senx

Lo . senx . . .
Ejercicio: calculala derivada de y = , utiliza la derivada del cociente

COSX

DERIVADAS TRIGONOMETRICAS
Continuando con la reglas para derivar funciones trigonometricas directas, en la siguiente tabla se muestran.
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N d(senu)zcosu*di
dx dx
» d(cosu):_senudi
dx dx
3 d(tanu):seczud—u
dx dx
4 d(cow):—csczu*d—u
dx dx
5. d(Secu):secu*'[anu*d—u
dx dx
6. d(Cscu)=—cscu*cotu*d—u
dx dx

Ejemplos de derivadas trigonométricas :

1) Obtenga la derivada de la funcidn: y = 7sen6x

dy dsen6x
e 27 =7
Solucion: 1 i ¢

0s 6x CL% =7 cos 6x(6) =42 cos 6x

2) Obtenga la derivada de la funcién: y = 8sen2x + 5cos 3x

Solucion:

d
dy _ 3 dsen2x +5 d cos3x
dx dx dx

d

Y_ 7 cos 2x dﬁ+ 5(—sen3x) d3x
dx dx dx
dy

i 7 cos 2x(2) + 5(—sen3x)(3)

d
v 14 cos 2x —15sen3x
dx

3) Hallar la derivada de la funcion: y = cos10x* +7

dl_ dcos10x* N d7

dx dx dax
d 4
Solucion: l = —SEn10x4 dl&_'_ 0
dx dx
d 4
Y _sen10x?| 10 & —sen10X4(40x3)
dx dx
l = _4OX3Sen10X4
dx
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Aplicamos las formulas :

dCf_cﬂf
dx dx
dsenu du
=cosu —
dx dx

Aplicamos las formulas :
d(f+g) _df dg

dx dx dx

dcf e ﬂ

dx dx

dsenu _ du
dx

dcosu du

=-senU —

dx dx

Aplicamos las férmulas:
d(f+g)_df dg
dx  dx  dx
dcosu du
=-senu —
dx dx
o
dx
dv" a1 dv
=nv -
dx dx
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Derivadas Trigonométricas

4) Hallar la derivada de la funcién: y = 3sen(x? — 8x + 5)

dy _ d35en(x2 -8x+5)
dx dx

Solucion:
%’ =3 cos(9x* —8x + 5)(2x —8)

3cos(x2 —8x+5)

%’ = 6(x —4) cos(9x” — 8x + 5)

Ejercicio

d(x*> - 8x+5)

dx

Obtenga la derivada de la funcion:

a) Yy =11sen3x

c) y=sen x*

€) y=23cos16x

g) y=senl8x + 4senl7x + 9cos12x

b) y=9sen(4x-1)

d) y=10sen6x’

f) y=9cos(4x-1)

hyy= 3sen(g)

) y= 8sen(74x) —5c08(25x) )y =7sen(x—1) + 6 cos(1 — 4x)

k) y=15cos 3xt - cos(8x+5)+2sen7x+9
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m) y= 9 sec(8x-1) —tan(3x+1)- tan(x-4)

fi) w=3tan4z°+ 6tan3z® +4 tan7x’

p)v=csc(4x-8)

r) y=xsen2x

t) y= 5x’sen7x
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n) y=tan8x*

0) y= cot3x-cot7x-9cotx

q) v=csc(1-z)+7csc(1-5z)

S) y=3x cosl1x

u) s=2x tan(3-4x)

_ senx
cosXx



Capitulo 16. Derivadas Trigonométricas

a) y=xsen(3x)-3x +5 b) y= 4xcos(8w -1)

c) y= xtan(3x) d) y= 9x°tan(2x)

Otros ejemplos de derivadas trigonométricas:

1) Obtenga la derivada de la funcién: y = sen®7x

d
Y_ 2(sen7x)2_1 dsen7x

. =2(sen7x)! cos7x d7x
Solucion: dx dx

d
&y =2(sen7x)! cos7x(7) = 14sen7x cos 7x

2) Obtenga la derivada de la funcién: y = tan* 8x

d
e A 4(Tan8x)*! dTan8x = 4(Tan8x)° sec” 8x d8x
dx dx dx

Solucion:

d
Y =32Tan>8xsec? 8x

3) Obtenga la derivada de la funcion: y = ./[3sec5x +12

dy

1
—-1 d(3sechx+12
Solucién: 4 =%(3SQC5X+12)2 (3sechx+ )_1
X

dx T2
dy 15sec5xtanbx

dx  2-/3sechx+12

Ejercicio

Aplicamos las formulas:

dv’ —nv”’ldl

dx dx
dsenu du
=cosu ——
dx dx

Aplicamos las férmulas:
dv’ =ny"?! dl

dx dx
dTanu , du
=sec’u —
dx dx

(3sechx+ 12)_ 2 (15sec5x tan5x)

Obtenga las siguientes derivadas:
a) y=(3cosx - 5)2
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b) T(x) =12(4-sen7x) > +5 c) y=5tan*9x
d) y=8sec’(2x-9) e) y=(1+cos2x)°
f)  y=-/sen3x-2 g) ¥y =sen*17u+Tan®12u

Ejemplo: veamos un ejemplo en donde se utilice la formula del cociente.

Derivar: y— SeNXx+1
COSX -2
(o . , . Uy, uv-vu
Tenemos en su forma mas simple, la férmula de la derivada de un cociente es: (=)= —
v v

senx+1,, (senx+1)(cosx —2)—(cosx —2)(senx+1)

)
cosx -2 (cosx—2)*
_ (senx+1)(-senx) — (cosx — 2)(cosx)
(cosx—2)?
_ —sen’x—senx—cos’ X — 2COSX
(cosx—2)?
— (senx + cos® X) — senx— 2Cos X ) ) _
= - ,COMO sen’x + cos® x =1,tenemos:
(cosx—2)
. —1-—senx—-2cosx
(cosx —2)°
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Ejercicio

Obtenga las siguientes derivadas:
a)y_ C0S5X b), _ 1+senx
sen5x COSX

9 y:mﬂ d)y=-/2—tan’ x

tan x

Ejercicio

1.- El piston. Un brazo de 10cm que conecta un pistdn con una biela de 4cm de radio, la cual gira en sentido
contrario a las manecillas del reloj a un ritmo de 200 revoluciones por minuto. Hallar la velocidad del piston
cuando =45, #=60°, =70°, §=0°

- ey

Aplica la ley de cosenos para el triangulo
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2.-La patrulla. Un coche de patrulla esta estacionada a 15m de un muro y su reflector gira a 30 revoluciones
por minuto. ¢éA qué velocidad en m/s se desplaza la luz sobre el muro cuando el rayo forma los siguientes
angulos? @=30°, #=45°, 8=60°, O=70°

My

a
15 j

Maximos y Minimos

1. La altura de un proyectil lanzado con una velocidad inicial constante v0O y de un angulo de elevacién 6, esta
dada por y =(tan 6g) x - (g / 2v% cos® 6)x* , en donde x es su desplazamiento. Demuestre que la altura
maxima alcanzada por el proyectil es : h= (v’,/2g)sen?0,.

2. Latemperatura media diaria (en grados Fahrenheit) de una ciudad viene dada por
T :45_2300{2”('[_32)j Donde t se mide en dias, con t=1 siendo el 1 de enero. Hallar la fecha esperada del
365

dia a)mas caluroso, b)mas frio
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3. Lailuminacién E en cualquier punto P sobre el borde de una mesa circular, proporcionada por una lampara
colocada directamente arriba de su centro estd dada por
E= (I cos 6 ) /r* .Dado que el radio de la mesa sea 1m e Y=100 , encuentre la altura a la que debe

colocarse la luz para que E sea maxima.

4. La base de un cuadro sobre la pared esta a pies por encima del ojo de un observador. El lado vertical del
cuadro mide b pies. A qué distancia de la pared ha de colocarse el observador para maximizar el angulo
visual que ese cuadro subtiende.

¢ X » }

L 1al
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5. Se desea fabricar un recipiente de forma que su seccién transversal sea un trapecio isdsceles con las
dimensiones indicadas en la figura. Determine el valor de & de manera que el volumen sea maximo.

Prof. Eduardo Becerril Espinosa



Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

CAPITULO 17 FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Ejercicio. Dibuja la grafica de la funcién y=2*, para esto llena la siguiente tabla:

x|[0]1]2|3]4[-1]-2|-3|4

y

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. El secreto: Supongamos que una persona conoce un secreto y por alguna razon se lo platica a tres
amigos Y les pide que no se lo cuenten a nadie, pero estos por una extrafia razén cada uno se lo platica a otros
tres amigos y a continuacion cada uno de estos otros se lo platica a otros tres amigos y asi continGan hasta 10
veces. Al final de estos ciclos de diez. ¢éCuantos amigos conocen el secreto? Supongamos que en cada ciclo se
tardan 5 minutos. ¢Cuanto tiempo se tardan en total para que todos conozcan el secreto? Obtenga una férmula
para calcular el nimero de personas en cada fase.

Dibuja la grafica de la funcién y=3*, podemos llenar la siguiente tabla:

Y|[0]1]2|3]/4|5|6|7]|8

Dibuja la gréafica de la funcién y=logs x. para esto notemos que es equivalente a graficar x=3Y, podemos llenar
la siguiente tabla:

Y|[0]1]2|3]4|-1]|-2|-3|4

X
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

EL NUMERO e

El nimero e es importante y aparece en biologia, quimica, fisica, matematicas puras, etc. APARECE EN:

LAS LEYES DE CRECIMIENTO

-Biologia: Cuando se reproduce una bacteria y aumenta la poblacion. Para la mosca de la fruta con poblacion
inicial de 33 y después de 4 dias hay 300. Y=33e%>*",

-Economia: Cuando se invierte cierto capital y se cobre determinado interés, éste junto con el capital se vuelve a
invertir y asi se continua, (interés compuesto). Produccion de madera que en cierta regién estd dada por

v=100000€%*"" | con t=0 a t=1998

- Medicina: En la estatura de una persona, por ejemplo el modelo de Jenss (1937) que predice la altura en
términos del tiempo h= 79.04+ 6.39 t — &>?4%%" (3 3 6 afios)

LAS LEYES DE DECRECIMIENTO

-Quimica: Cuando se desintegra un elemento radiactivo, la cantidad de 10 gramos del isotopo del plutonio
Pu239 y cantidad final 1 gramo y=10e 0000028454,

- Medicina: Cuando se administra un medicamento a una persona, su organismo lo asimila a determinada
rapidez.

Fisica: Cuando se enfria un cuerpo caliente que se expone a la temperatura ambiente (Ley de enfriamiento de
Newton) con temperatura del medio de 60° y el cuerpo cambia de 100° a 90° en 10 minutos:
Y=60+40e0.02877t.

Analicemos la funcion y= (1+x)*

, cuando x tiende a cero, es decir tome valores muy cercanos a cero.

1) Lim[1+%j = R
n - oo Ll'm(1+ n] =2.718, este limite se conoce como el
N 10 | 100 | 1000 | 50000 | 100000 N — o
(1_ 1)" nimero €y es la base de los logaritmos naturales
n

Tenemos la funcién exponencial y=e* y su funcién inversa logaritmo natural y=Lnx

La Funcién Exponencial y=€*y la Funcién Logaritmo Natural y=Lnx

v

Cy=Lnx

x
»
10 20 30 40 50 6.0 70 30 90 100 110 120 130 140 150

-80 -70 60 -50 40 -30 -20 -10

Utiliza el programa winplot y obtén estas graficas.
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Capitulo 17.

Algunos Limites importantes

Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

Ejercicio: Utiliza la calculadora y calcula los siguientes limites

1) Lim[l—gjn =

n
n— o

2) L.'m[l_Mj" -
n

N 10 | 100 | 1000 | 50000 | 100000

H .1].01].001

.0001 | 0.00001

h—0

h .1].01].001

.0001 | 0.00001

7)Liml+a)' =e

a .11].01].001

.0001 | 0.00001

1+a)

Prof. Eduardo Becerril Espinosa

n—o
10 | 100 | 1000 | 50000 | 100000
(1 B sen(n/4)]"
n
4) Ll'm[zh_lj:
h
h—0
H 1].011.001 | .0001 | 0.00001
2" -1
h
6) Ll'm(eh_lj:
h
h—0
h 1].011.001 | .0001 | 0.00001




Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

Funciones Exponenciales y logaritmicas

. . X . .
Funciones exponenciales: Y = b*, donde la variable ahora estd como exponente.

y=b* con b)1l y=b*con 0(b(1

Funcidon Exponencial Creciente Funcion Exponencial Decreciente

2

i
=E
E

Z=(2)x

gl=(112)x

A1)

DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL y=Ln u
Apliquemos los cuatro pasos como en el ejemplo anterior:

Primer paso: valor final, tenemos: y, = f (u+ Au) =In(u + Au)

Segundo paso: incremento de la funcién:

Ay =y, -y, =f(u+Au)— f(u)=In(u+Au)-In(u)

u+Au
=In( )
Tercer paso: cociente: Ay
AX
U+ Au
ay M)
Au Au
=LAy LU Al
Au u AU U u
1
Au
= b LAYy S L A%
Auy u’ou u
u
. . . . Ay
Cuarto paso: Aplicar el limite Lim =2
Au—0 AU
Asi tenemos la derivada: dl - Limﬂ = Lim(EIne) = 1
du Aau—s0AU A0y u
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

De donde tenemos que la derivada de la funcién logaritmo natural y=Ln u, es: d:n u_ 1
u u
En forma general, tenemos: dinu _1du
dx udx

Ejemplo. Hallar la derivada de y=In(5x+1)

Apliquemos la formula: dLnu _1du

dx u dx
d—yz 1 d(5x+1),tenemos:d—y= ! (5)
dx 5x+1 dx dx 5x+1
Asi:d—yz J
dx b5x+1

Ejemplo. Hallar la derivada de y=In(3x+8)?

Apliquemos la formula: dLnu _1du
dx udx

4, d@Bx+8)
dx

2
dy_ 1 d(3x+8) , tenemos: dy _ ;2(3x+8)2

dx (3x+8)%  dx dx  (3x+8)2

st o1 oaxigyE= 2B _ 6
dx (3x+8) (Bx+8) (3x+8)

Ejemplo. Hallar la derivada de y = Ln(+/3—x?)

Apliquemos la formula: dLnu _1du
dx udx

1
2\2 1
dy 1 d@-x%)’ tenemos: dy 1 E(S—XZ)Tl d(3-x%)

dx 3—x?  dx dx  J3_x22 dx

, |dy 1 1 1 - X X
Asi: |- = = —2X) = =—
dx /3-x2 2\/3—x2( ) 3-x>  3-x°

Ejercicios

Calcula las siguientes derivadas de las siguientes funciones y simplificar a su minima expresion:

a)y =Ln(4x-10) b)y=Lnx’
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

c)y=Ln5x3 d)y=(9-2x)
e)y=Ln(x>-3) fly=Ln(x3-x-4)
g) y=Ln(5w-2)’ h)z=Ln 5%
4x+5
) z=Ln 3= W ly=Ln [5+25
Tw+1 7+s

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL y=€*

Apliquemos los cuatro pasos como en el ejemplo anterior:
Primer paso: valor final, tenemos: y, = f (u+ Au) = e

Segundo paso: incremento de la funcién:
Ay =y, —y, = f(U+Au)— f(u)=e“* -e®
Tercer paso: cociente:

u+Au u

Ay e e
Au Au
A7y_ eueAu _eu B eu (eAu _1)

Au Au Au
Cuarto paso: Aplicar el limite

u Au Au
Asi tenemos la derivada: Lim Ay Lim(w) =e" Lim(u) =e"
A0 Ay Au—0 AU Au—0 AU
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Capitulo 17.

, (eM-1
Pues tenemos Lim . =1

h—0

En general tenemos que de” _ . du
dx dx

Ejercicio: obtenga la derivada de la funcion

a) y=2*

Similarmente tenemos la formula para y= a“

de"

=a'Lna —
dx

dx

Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

b) y=3*

En general se muestra a continuacion de algunas otras reglas para derivar funciones logaritmicas y

exponenciales.

Algunas reglas (formulas o teoremas) para derivar funciones logaritmicas y exponenciales se presentan a

continuacion
Funciones Logaritmicas Funciones exponenciales
du ) d(ev) 1Y
d(lnu) gx 1,.du _ Sl e
1. GUnu)_ dx _ 1.0Y (phase =2.718...) dx dx
dx u u dx
3. d(|09v)=|0£*d7\/ (Base 10) 4. @zav*ma*ﬂ
dx v o dx dx dx
5. —d(u )=v*u“*d—u+In\u\*uv*d—u
dx dx dx

Algunos ejemplos de estas reglas se dan a continuacion en la tabla siguiente.

Funcién Derivada Ejemplos
y =logv ._loge , dv y =log(2x —1) ._ loge . 2loge
v oodx (2x-1) (2x-1)
y=e' y—e'*dV y =302 y = 3lel“2) % 2x|= 6xel2)
dx
y=eX y/= eX y:ex y,= ex
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Capitulo 17.

Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

\

y=a

(= aV*Ina*d—V
Y dx

y — 73x+7

y=7"*n7*3
y'= 3[7(3“7) * In(?)]

Ejercicios
. _____________________________________________________________________________________________________________________________________________|]

Calcula las siguientes derivadas en tu cuaderno utilizando las reglas y simplificar a su minima expresion.

1. y = eSx 2. y= 7e2x—l 3 9 3 2 5. y = 27x
3 y 3% 4. y = 3
(S
6. y-3- 7. y=xe" g ,_de +2e™ |9 y—_5o*° 10. y =Insenx
. = T
11, y — 24X+21 12. y — 5)(269)( 13. y=|ntan6X 14. y — |n /senx 15. y= In 3+senx
3-—senx
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

PROYECTOS

1.-El isétopo de carbono Y tiene una vida media de 5760 anos(Asi, si hubiera N dtomos de “c presentes en un cierto
tiempo, 5760 afios después habria % N.) Si hay 10 mg de **C al tiempo t=0, entonces la cantidad presente f(t) después de t
afios estd dada por:

1\
f(t) :10(2j

Determine la cantidad de **C presentes después de a)100 afos. b)500afios. c)1000afios. d)10000afos e)50000afios.
f)Obtenga la gréfica de f(t). g)Obtenga f'(t).

2.-Un cierto tipo de bacteria duplica el tamafo de su poblacidn cada hora. El niumero N de bacteria presentes t horas
después de que se empieza a observar cierta colonia estd dada por la formula: N :(100)2‘. Determine el numero de

bacterias después de:

a)una hora. b)tres horas y media. C)un dia. D)dibuje la grafica de N. e)Obtenga N'(t)
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

4.-La ley de enfriamiento de Newton. Un huevo duro a 98°C se pone a enfriar en un recipiente con agua a 18°C. Después
de 5min, la temperatura del huevo es de 38°C. Suponiendo que el agua no se ha calentado de manera apreciable. El
enfriamiento del huevo sigue la ley: T=18+80e - 028t Donde T es la temperatura del huevo, t es el tiempo. Utiliza
Geogebra o Winplot para obtener la grafica de la esta funcion. Con base a esta gréfica obtén el tiempo que tarda en tener

una temperatura de 45°C , 300C, 20°C, 18°C.

Calcula con base a las formulas de derivadas la velocidad de enfriamiento. Obtén su grafica en la computadora.

5. La Radioactividad. El radio decrece exponencialmente y tiene una vida media de aproximadamente 1600 afios; es decir
dada una cantidad, al cabo de 1600 afos se habrd desintegrado la mitad de la cantidad original de la sustancia radioactiva.
Supongamos que tenemos 50mg de radio puro y que la ley de desintegracidn es: y= 50e ~n2/16000 - tiliza Winplot para
obtener la grafica de la esta funcion. Con base a esta grafica obtén el tiempo que tarda en tener una cantidad de 44mg,
36mg, 20mg, 12mg, 4mg. Calcula con base a las férmulas de derivadas la velocidad de desintegracién radioactiva. Obtén
su grafica en la computadora.
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

Ejercicios
____________________________________________________________________________________________________________________|

1.- Utiliza la computadora obtén la grafica y en base a las férmulas de derivadas encuentra la derivada de las
siguientes funciones:

a) y= senx €*

b) yzesenx

Senx

c)y=xe

d) y=e*/x
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

X

e) y=5cosx e’

COSX

f) y=x*e

h) y=5 senx e*°>

2.0btenga la gréfica de . También obtén la grafica de la funcidn inversa en caso de existir.
a)y=log,x

b)y=log,(x-6)
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Capitulo 17. Derivada de las Funciones Exponencial, Logaritmica.

Oy= Iogz[(xil)s}
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Capitulo 18. Derivada de las Funciones Inversas Trigonométricas.

CAPITULO 18 FUNCIONES INVERSAS TRIGONOMETRICAS
FORMULAS BASICAS

dv
) d(arcsenv)  gx

dx - \/:I.—V2

dv
b)d(arccosv)__ dx
dx N
dv
C)d(arctanv)_ dx
dx 1+Vv?
dv
OI)d(arccotv)__ dx
dx 1+V?
dv
e)d(arcsecv): dx
dx vAv? —1
dv
f)d(arccscv):_ dx
dx valv? -1

OBTENER LA DERIVADA DE LA FUNCION:

A) Y=arctan(8x)

B) Y=arctan(3x-2)
C) Y=barcsen20x
D) Y=arcsen(3+x%)
E) Y=arccos(x®)

F) Y=arccot(9x+2)
G) Y=arccot(7-3x)
H) Y=arcsec(22x)
I) Y=xarccsc(8x)

) y= arctan(xTJrl)
2x+4

K) y=arcsen(

)
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Capitulo 18. Derivada de las Funciones Inversas Trigonométricas.

Maximos y minimos

1.-Un fotografo va a tomar una fotografia de una pintura que tiene 4pies de altura y que se encuentra
en una galeria de arte. El lente de la cdmara se encuentra a un pie mas abajo que el canto inferior del
cuadro. ¢A qué distancia del cuadro debe encontrarse la camara para maximizar el angulo subtendido
por el lente de la cdmara? Resp.2.23pies angulo=41.81°
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